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IMPORTANCE DE LA RECHERCHE
FONDAMENTALE

Hamidou Dath&

Il est sans aucun doute que les théories début du vingtiéme siecle. Le naturel
mathématiques sont un instrument probleme des déformations a toujours
irremplacable de formation a la rigueur et passionné les mathématiciens. Un objet en
au raisonnement, elles développent mathématique qui ne se déforme sans
I'intuition, 'imagination et I'esprit critique. violence est dit rigide. Comment
Les mathématiques se nourrissent de leursreconnaitre qu’un tel ou tel objet est rigide
liens avec les autres disciplines et avec le ou de fagcon générale quelles ont les
monde réel, méme si aprés les méthodes propriétés d’'un ensemble donné qui sont
peuvent en étre tres loin, moment ou invariantes par les déformations, c’est donc
justement la discipline a cette capacité de sela la topologie des ensembles qui
nourrir d’elle-méme : Les théories ultérieurement a donné naissance a la
mathématiques ont cette extraordinaire théorie des nceuds, Cc'est-a-dire des
atout de ne pas se détruire entre elles, ellesplongements de cercles dans la sphére de
se construisent les unes sur les autres. dimension trois. On a découvert quelques

. . hé . années aprés avec James Wang, biochimiste
Méme si bon nombre de mathematiciens ;mearicain, que les molécules d’ADN sont

sont interesses par le cote esthétique etgnigrilges comme des nceuds et cette
intellectuel de leur discipline avant tout, 1es  thaqrie des nceuds est aujourd’hui a la base
applications surgissent de maniére souvent 4o |5 hiomathématique qui est l'utilisation

inattendue. Nous aII_ons donner quelques des outils mathématiques en biologie.
exemples de théories mathématiques a

priori désintéressées mais qui ont eu par la La physique a connu un développement
suite des applications considérables. spectaculaire avec le calcul intégral, la

, _relativité d’Einstein repose sur la géométrie
Trouver un grand nombre N qui est produit o eyclidienne quant personne n'imaginait
d'entiers premiers est un probleme g6 1gtude du demi-plan de Poincaré ou de

purement algebrique, mais dont on sait gon gisque pouvait un jour servir & quelque

aujourd’hui qu'il régit le probleme du hose.
codage utilisé dans les banques.

o i . La théorie des cordes développée
La theéorie des groupes fondés au dix gyiourd'hui par des mathématiciens comme
neuvieme siecle a joue un rdle capital dans \1axim Kontsevitch devrait aider dans un

la_découverte de, I'existence de certaines f,q,r relativement proche a comprendre la
symétries dans I'étude des particules en physique des trous noirs et les

physique quantique. C’est grace a la théorie ggrongrements des étoiles sur elles mémes.
des groupes que les physiciens ont pu

s'assurer de I'existence de certaines Aujourd’hui encore plus que jamais les
particules bien avant leurs découvertes mathématiciens-physiciens sont convaincus
expérimentales. Le cadre détude de la qu'une théorie quantique de la gravitation
mécanique quantique est justement ces passe nécessairement par le développement
ensembles dont les éléments pouvaient étred’'une géométrie quantique. On peut
des fonctions satisfaisant certaines conclure comme disait Galilé : le monde est
propriétés, ce que les mathématiciens ont écrit en langage mathématique.

étudié sous le nom d’espace de Hilbert au

!Département de Mathématiques-Informatique.
Faculté des Sciences et Techniques, UCAD, Dakar.
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Nombres et géométrie ont toujours éte
intimement liés. Pendant des siecles, ce lien
s’est construit autour de figures du plan
euclidien. Pensons par exemple a la théorie
des proportions d’Euclide, a la découverte
du nombrev2 comme rapport, dans un
carré, entre la longueur d’'une diagonale et
d’'un c6té, ou encore au nombrecomme
rapport entre la circonférence d’un cercle et
son diamétre. Aujourd’hui, ce lien s’est
enrichi d’objets géométriques de nature
dynamique. A I' origine de ce nouveau

regard posé sur les nombres, on peut citer

le
une

E. Artin (1898 -
comportement de

1962) qui relia
trajectoires sur

surface a des propriétés arithmétiques des

nombres. Cette nouvelle approche s’est
pleinement développée a la fin du XXléeme
siecle a linitiative du  célébre
mathématicien G. Margulis, qui l'utilisa
pour résoudre une importante conjecture
d’arithmétique formulée par A. Oppenheim
(1903-1997). La démonstration de G.
Margulis a été le point de départ d'une
véritable école de mathématiciens répartis
dans le monde entier, qui travaillent
aujourd’hui activement sur le
comportement de trajectoires sur des
espaces non euclidiens avec en ligne de
mire la résolution de conjectures de théorie
des nombres. L'une des conjectures visées,

énoncée dans les années 1930 par J.E

Littelwood (1885-1977), affirme qu'étant
donnés deux nombres a et b, il existe une
infinité d’entiersp, g, t tels que la quantité
q?(a — p/q)(b — r/q) soit aussi proche
de zéro que I'on veut.

Le but de ce texte est de mettre en lumiere

dans un cadre élémentaire, cette passerelle

UN REGARD NON EUCLIDIEN
POSE SUR LES NOMBRES

Francoise Dal’'Bb

A mes collegues sénégalais engagés dans
la recherche, dont [Iactivitté aussi
abstraite soit-elle, éclaire I'avenir de leur

pays

entre la théorie des nombres et la
« géométrie  dynamique ». Nous ne
donnerons aucune démonstration, le lecteur
souhaitant plus de détails pourra se reporter
au meémoire de Master Recherche de
Cheikh Lo « Pavages hyperboliques et
développement en fractions continues »,
soutenu "a I'Université Cheikh Anta Diop

de Dakar en février 2010.

Développement en fractions continues.

De tout temps les mathématiciens ont
cherché des méthodes leur permettant
d’approcher un nombre par des valeurs
rationnelles. Cette recherche s’est fortement
développée a partir du XVfil*® siécle pour
devenir aujourd’hui une branche féconde de
I'arithmétique, la théorie de
'approximation diophantienne, dont les
prémices se trouvent déja dans les travaux
de Diophante d’ Alexandrie. La principale
motivation dans ce domaine est de limiter
lerreur commise entre un nombre
irrationnel et ses valeurs approchées. |l
existe différentes méthodes permettant
d’approcher un nombrex par des
rationnels. L'une des plus familiéres est
certainement le développement décimal qui
repose sur un algorithme simple conduisant
a une écriture de au moyen de termes de
la formez,/10%, avec k€ Zeta,€
{0,1, ...,9}.

La méthode privilégiée en théorie de
'approximation diophantienne est celle du
développement en fractions continues.
C'est elle par exemple que J. Dirichlet
(1805-1859) utilisa pour démontrer
gu’'étant donné un irrationnet, il existe

une infinité de rationnelsp/q dont la
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distance ax est inférieure al/2q%. Le
développement en fractions continues
trouve son origine dans un algorithme
d’Euclide permettant de calculer le plus
grand diviseur commun entre deux
nombres, en voici une présentation.

Si x est un nombre positif, il est compris
entre deux entiers naturels consécutifs. Le
plus petit de ces entiers, est la partie
entiere de x. Choisissons-le comme
premiére approximation de On peut alors
écrirex = ny + Ny, ou N, est un nombre
compris entre O et 1. Si ce nombre est nul,
on s’arréte. Sinon, on choisit d’approcher
1/Ny, qui est supérieur a 1, par sa partie
entieren,, et on ax =ny + 1/(n; + Ny),

ou N; est compris entre 0 et 1. Bj n'est
pas nul, on recommence en remplagépt
par N;.

On obtient x=ny,+1/(n; +1/(n, +
N,)), OuN, est la partie entiere dg, etN,

General Helicoids

approchées (lorsque n’est pas décimal)
fournie par le développement décimal.

Dans la suite de ce texte nous donnons une
interprétation géométrique du
développement en fractions continues d’'un
nombre, mettant en jeu un pavage d’un plan
non euclidien.

Le demi-plan de Poincaré et ses étoiles,
les réels.

La géométrie, étymologiquement science
qui mesure la Terre, telle quelle a été
définie dans les éléments d’Euclide, a
longtemps été considéree comme l'unique
géométrie. Pendant deux millénaires, des
mathématiciens ont entrepris de déduire, a
partir des quatre premiers postulats énoncés
dans ce traité, le cinquieme selon lequel
dans le plan par un point extérieur a une
droite donnée\, il passe une unique droite
ne rencontrant pas.

est compris entre 0 et 1. Ce processus sell a fallu attendre les années 1830, avec les

termine si a une étape, le nombhg
produit par cet algorithme, est nul. Il se
poursuit indéfiniment sinon, et dans ce cas
aucun des entierg; n'est nul. On peut
considérer la suiteny, ny,n,, .. de ces

travaux de N. Lobatchevski, de J. Bolyai et
de C.F Gauss, pour mettre fin a cette
entreprise et pour qu'apparaissent, aux
c6tés du plan euclidien, des géométries
contredisant le postulat des paralléles

entiers naturels non nuls comme un codage d’Euclide. Mais c’est a partir de la fin du
des nombres. Dans ce modéle, les suites XXlleme siécle, grace a H. Poincaré, que le

finies représentent les rationnels. Quant aux premier

suites infinies périodiques a partir d'un
certain rang, elles correspondent aux
nombres quadratiques, solutions d'un
polyndme a coefficients entiers de degré 2

comme par exemplg2, ou encore comme

le nombre d’orlJ'T‘/g qui satisfait I'équation

x? —x —1 = 0. Dans ce codage, le nombre

d'or est dailleurs le plus simple des

irrationnels dans la mesure ou tous les
termes de la suitey, nq, n,, ... sont égaux a

exemple non borné de ces

géométries, dites non-euclidiennes, connu
aujourd’hui sous le nom de demi-plan de

Poincaré, se simplifie et passe du statut de
curiosité a celui d’outil puissant notamment

en théorie des nombres. Le paragraphe qui
suit est une présentation de cet exemple.

La construction du demi-plan de Poincaré,
telle que ce dernier I'a congue, s’appuie sur
le plan euclidien muni dun repere
orthonormé, identifié au plan complege

1. Pour obtenir des valeurs approchées dula partie du plan qu'elle prend en compte

nombre x, il faut s’intéresser a la suite
pi/q; = not iny + U/, + .. 1n;)). Ces
rationnels s’approchent de avec une
excellente précision. Par exemplexsiest
rationnel, la suite pi/gi est finie,
contrairement a la suite des valeurs

est le demi-plan
H={zeC;Im(z)>0}.
On remarque que ce demi-plan est laissé

invariant par les trois fonctions complexes
suivantes :

hy,(z) = az aveca > 0
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tg(z) =z + f avec f € R En utilisant un développement limité de
— cette expression, on obtient une estimation
s(2) = 5 ded(z,z"), avecz proche de':
Ces fonctions engendrent le groupe H des ~d(z,z+w)iImz
homographies réelles défini par Jm [l =
_ (az+b _ Cette expression infinitésimale nous permet
- {cz+d sab,cetd € Ravecad —be = 1} de construire dansH une notion de

Par Construction, pour tOlgSE Hetz e H, |0ngueur hyperbo“queH(c), associée a
on ag(z) € H. Le groupe H permet donc yne courbe c dH.

de deplacer les points de H. Par ailleurs on
montre que les propriétés suivantes sont Soit c:[a,b] »H une courbeC*, on pose
satisfaites : _ b lc®|
Ly(c) = fa Ime(o)
PropriétéSoientz etz’' dans H : _
() Il existeg € H, tel qug (2) = 2" Si g est de la forme,, tz ous, on montre

(i) Il existe facilement I'égalitd.;(g(c)) = Ly(c) . On

g € H, tel qug(z) =i, Re(g(z')) —0 et en déduit que les transformations du groupe
, H préservent la longueur hyperbolique des

Im (g(z )) > 1. courbes.

En sSappuyant sur ces proprietés Par analogie avec la géométrie euclidienne,
d’homogénéité, on construit sur H une on peut se demander si, étant donnés deux
distanced, a partir des deux contraintes pointsz # z’ de H, il existe une courbe de
suivantes : H reliant z a z’' de longueur hyperbolique
- . minimale. Dans le cadre euclidien on sait
- pourtoutt > 0,d(i,it) = |In ()| t> 0, quune telle courbe existe et est
- pourtouss # z'dansl-!, . précisément le segment de droite entret
d(z,2) = d(g(2),9(2)), ou g est pansH |a réponse est également
'unique élément du groupe H tel que, positive :
Re(g(z) =0 et(g(z')) > 1.
Théoreme Soient zet z' € H. Notons S

Une telle applicatiory deH x H dansR, I'ensemble des courbe€' de H reliant
verifie : zaz' il existe une unique courbe € S
(i) d(zz") =0sietseulementgi=z" telle que

(i) d(z,z)=d(z,2).

(iii) d(z,z") <d(z, z*) +d (z“, Z°). Ly(c) = InfeesLy(c)

(iv) d(g(2),g9(z)) =d(z,z) pour tout

Si Re(z) = Re(z), la courbe ¢ est le
g €H. o . '
") segment euclidien verticid, z ].
Elle est appelée distance hyperbolique. Par
construction, les transformations de H sont Sinon, z et z appartiennent a un unique

des isométries de I'espace métrighied). demi-cercle inclus dand dont le diameétre
La distanced est relié¢e a la distance est un segment de 'axe réel, et la coutbe
euclidienne par la relation suivante: est l'arc supporté par ce demi-cercle
) d’extrémitész et z'.
d(z,z) |z — z'|
S ( 2 ) = 1 1 La courbe ¢ est appelée segment
2(Imz)2(Imz")2 géodésique, c’est le chemin le plus court, au

sens hyperbolique, pour aller deaz'.

Oush(x) est la fonction sinus hyperbolique -
() yP d Comme dans le plan euclidien, sa longueur

X —-X

e —e

2
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hyperbolique est égale a la distance

d(z,z).

Dans H.,d, Ly), les demi-droites verticales
et les demi-cercles dont le diametre est un

segment de I'axe réel, sont donc I'analogue H

des droites du plan euclidien. Ces courbes

sont appelées géodésiques. La propriété Remarquons

suivante exprime le fait que le demi-plan de
Poincaré muni de la distance et de la
longueur Ly, ne vérifie pas Il'axiome
d’Euclide.

Propriété Soientz un point deH et ¢ une
géodésique ne passant pas paril existe
une infinité de géodésiques ne rencontrant
pasc et passant paz.

Dans cette géométrie, on constate qu’un
sous-ensembld c H n’est pas borné dans
(H,d) si et seulement si, ou bien il existe
une suite(a,),ey de A qui converge vers
un réel, ou bierd n'est pas borné au sens
euclidien. Un point en mouvement’
s’éloigne donc indéfiniment d’'un point fixe
z, S'il s’en éloigne au sens euclidien ou
alors s'il s’approche de la droite des réels.
Contrairement aux apparences
(euclidiennes) un habitant de ce nouveau
monde n’atteint donc jamais la droite des
réels qui fait partie de son horizon, ou
encore du bord a l'infini de H. Autrement
dit, les nombres réels sont les étoiles du
demi-plan de Poincaré.

Pavage et développement en fractions
continues.

General Helicoids

Dans ce paragraphe nous présentons un
pavage périodique dE mettant en jeu le
sous-groupe B de H défini par

az+b
Z={—;a,b,cetdEZavecad—bc= 1}
cz+d

que les transformations
t(z)=z+1 ets(z) = _iz appartiennent a

HZ.
Introduisons I'ensemble :

1 1
D={Z€H} |Z|21et—§SRe(z)S§}

On montre que cet ensemble joue le réle de
pavé au sens ou il vérifie les propriétés
suivantes :

() UgeHZgD =H,
(i) SigD, avecg € HZ rencontreD en un
point de l'intérieur d&, alorsg = Id.

Ce pavage dél obtenu au moyen dB et

du groupe K est un outil essentiel pour
établir un lien entre la théorie des nombres
et la géométrie du demi-plan de Poincareé. Il
permet par exemple de lire le caractere
rationnel d'un réel x. Pour cela, on
"remplace” x par la demi-géodésique
[i,x)y d'origine i et d’extrémitéx (qui est
un arc de cercle)) on a alors
caractérisation suivante :

la

Théoreme Un réel x est rationnel si et
seulement si la demi- géodésiduex)y ne
rencontre qu’'un nombre fini de domaines
g(D), avecg € HZ.

Paver un espace geometrique consiste ale développement en fractions continues

recouvrir cet espace par des motifs répétifs,

d'un réel x se lit également dansl au

sans trous, ni chevauchements. Le pavagemoyen d'un pavage, construit & partir des

est dit périodique s'il est obtenu en
déplacant le motif par un groupe de
transformations.

Dans le plan euclidien, le pavage
périodique le plus banal est celui obtenu en
déplacant un carré de co6té unité par le
groupe des translations entiéres

{tz)y=z+p+iq,p€EZq€El}

domaines g(D), mis en évidence au début
du XIXéme siécle, et attribué a J. Farey
(1766-1826). C’est certainement pour cette
raison que ce pavage porte le nom de
pavage de Farey, bien que la contribution
du mystérieux géologue soit tr'es lointaine.

Le pavé initial du pavage de Farey est le
triangle hyperboliqué& deH (dont les cotés
sont des géodésiques Hg, bordé par les
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deux demi droites verticales d’équations géométrique, on obtient une suite d’entiers
x = 0etx = 1, et par le demi-cercle naturels non nuls ng,ng,ny, ..
euclidien de diametrgo, 1]. Clairement les  correspondant au nombre de coOtés
sommets de ce triangle appartiennent au consécutifs de méme signe. Dans les années
bord a I'infini deH. On peut montrer que la 1980, C.Series a démontre, sur les traces de
"nouvelle” aire de ce triangle au sens de la E.Artin, que cette suite est précisément
géométrie de Poincaré est finie alors que celle intervenant dans le développement en
son périmetre (pour la nouvelle longueur) fractions continues de.

est infinie. Les images dB par le groupe -
J b group L'étude des pavages périodiqgues en

HZ sont encore des triangles bord’es par - """ . ! . .
géométrie de dimension 2, euclidienne ou

des géodésiques de H dont les trois . NN
sommets sont a linfini. On montre Non, est directement relice a celle des

aisément que ces sommets sont des surfaces. Ce dernier point de vue, que nous

nombres rationnels et que les imagesl'de ?Ilons c:eve:op_per, plt'e,rmfetl,de for_mulg,r en
recouvrentH, autrement ditUg € HZ gT= ter_mets topologiques 'e? a exdcursmn urt1e
H. sans se chevaucher. rajectoire sur une surface, des propriétés

portant sur l'incidence d’'une courbe avec
Pour mettre en lumiére le lien entre ce les motifs d’'un pavage.
pavage et le développement en fractions
continues d'un réef, il est commode
d’'imaginer un point mobile dans le demi-
plan de Poincaré, se dirigeant le long de la
demi-géodésique [i,x)y. Sa trajectoire
rencontre successivement des triangles du
pavage de Farey. La suite de ces triangles
visités est intimement reliée a la nature
arithmétique der.

Des trajectoires sur une surface pour
étudier les nombres.

Pour commencer, revenons au pavage
périodique du plan euclidien ou plus
simplement au cas de la feuille de papier
guadrillée par des carrés unités. Fixons I'un
de ces carrés et considérons une draite
illimitée le traversant. Pour rendre compte,
Par exemple, si cette suite est finieest ~ au moyen dun seul carre fixé, des
rationnel puisqu’ & partir d'un certain différents carrés rencontrés par cette droite,
temps, la trajectoire du point mobile reste On peut imaginer que ce carré est une table
incluse dans un triangle du pavage. On peut de billard et que la regle du jeu est la
en savoir beaucoup plus en associant unsSuivante : on lance une boule dans une
signe aux cotés de ces triangles, selon unedirection paralléle &, lorsque la trajectoire

regle que nous allons décrire. a2
gedq de la boule rencontre un co6té de la table, on

Pour fixer les idées, supposons queoit replace la boule sur le coté oppose, en
un irrationnel compris entre 0 et 1. La Suivant une droite horizontale ou verticale,
demi- géodésique [i,x)y rencontre et on lance de nouveau la boule dans la
successivement une infinité de cotés de directionA. Dans ce modéle, la droiteest
triangles du pavage. Le premier coté est la devenue la trajectoire de la boule et chaque
demi-droite verticale d’équation = 0 et rencontre de la boule avec un cété de la
le deuxiéme est le demi-cercle euclidien de table traduit la rencontre deavec un carré
diamétre ,1]. On associe 'a chaque coté du pavage.

rencontré, différent du premier, le signe + si
juste aprés avoir rencontré ce c6té, le point
mobile entre dans un triangle du pavage en
laissant un seul sommet de ce triangle sur
sa gauche, et le signe - s’il en laisse deux.
Par exemple, st < 1, le signe associé au
deuxieme coté est —-. Par ce procede

Si maintenant I'on découpe le carré que
I'on s’est fixé et si I'on recolle deux a deux

les c6tés paralleles, on obtient une surface
ayant la forme d’'une chambre a air, que
I'on appelle un tore. Dans ce modeéle fini, la
trajectoire de la boule de billard, autrement
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dit la droite A, devient une courbe qui
s’enroule autour de la surface.

Lorsque I'on applique un procédé analogue

General Helicoids

les trajectoires, celle qui monte le moins
haut est celle associée a ce nombre.

Traverser des champs mathématiques.

au pavage de Farey, ou plus précisement au ¢ monde mathématique est fait d'idées

domaine D associé au groupe 74 on

obtient une surface appelée surface
modulaire. Sa forme est celle d’'une outre
ayant un goulot infiniment long mais de
plus en plus fin. Cette surface non
euclidienne est infinie au sens ou elle
contient des points tres éloignés, en
revanche son aire est finie. Comme dans
'exemple de la feuille de papier et du
billard, une géodésique du demi-plan de

dont le berceau est souvent la théorie des
nombres. Lorsqu’elles sont profondes, ces
idées traversent les spécialités, encore faut-
il trouver le moyen de les faire circuler.

C’est précisément ce que permettent les
travaux de traduction, comme ceux que
nous venons d’exposer. Dans ce méme
esprit, la célebre conjecture connue sous le
nom d’hypothése de Riemann, se traduit en
termes de courbes sur la surface modulaire.

Poincaré devient une courbe de la surface cette conjecture, énoncée en 1856, qui

modulaire dont la topologie refléte
I'incidence de cette courbe avec les
triangles du pavage. En étant familier avec

porte sur la localisation des zéros dune
fonction clef de la théorie des nombres, la
fonction Zéta, est aujourd’hui l'un des

ce nouveau modele, on peut reinterpréter propiemes ouverts les plus résistants. Le

les résultats que nous avons exposes dans lenathgmaticien D. Hilbert (1862- 1943)
paragraphe précedent, sur le lien entre la g,rait dit delle : Si je devais me réveiller

trajectoire d’'un point mobile le long de la
demi-géodésique  [i,x)y et le
développement en fractions continuescde

On obtient par exemple que s$i est un
nombre rationnel, la trajectoire associée au
point mobile sur la surface modulaire se
dirige tout droit vers le goulot. En revanche
si x est irrationnel, cette trajectoire passe
infiniment souvent dans une patrtie finie de
la surface. Si elle en sort, elle tourne autour
du goulot avant d'y revenir. Sous ce nouvel
éclairage, la suite d’entiers naturels
Ny, N1, Ny, - intervenant dans le
développement en fractions continuesxde
devient un objet dynamique puisqu’elle est
reliée a la suite des nombres de tours

successifs que la trajectoire réalise a chaque
passage dans le goulot de la surface. En

rentrant plus profondément dans la
géométrie, on montre que ce nombre de
tours est dautant plus grand que la
trajectoire monte haut dans la partie infinie

de la surface. Si cette trajectoire ne va pas
au-dela d'une certaine hauteur, les termes

de la suitengy, ny, n,, ... sont donc tous

inférieurs a un méme entier. Dans ce
modele le nombre dor tient une place
d’exception dans le sens ou, parmi toutes

7

aprés avoir dormi mille ans, ma premiére
guestion serait, I'hypothése de Riemann a-t-
elle été prouvée ?

L’approche dynamique des nombres
apportera peut-étre une réponse, bien avant
gue D. Hilbert ne se réveille.
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GENERAL HELICOIDS WITH POINTWISE
1 -TYPE GAUSS MAP

Athoumane Niany

Abstract

It is well known that the Gauss map of a constaeamcurvature surface is point wise 1-type.
In this paper, we show that if the Gauss map okgerelicoids is pointwise 1 — type then,
it's mean curvature is a constant.

Keywords and Phrases hypersurface, mean curvature, Gauss map

Résumé.On montre que si le laplacien de I'applicationGhuss d’un hélicoide lui est
proportionnel alors sa courbure moyenne est cotestan

1 - Introduction
In the framework of the theory of finite type submialds (see [1], [2]), the authors of [3]
raise the following problem.

Classify all submanifolds in m — Euclidean space(&r in EJ* ) satisfying the following
equationdG =G (1)

Where A is the Laplacian of the induced metric, G the Gansap of the map of the
submanifold, and for some functiboon the submanifold.

Definition 1.1. The Gauss map of an hypersurface is said to betwis@ 1 — type if the
condition (1) is satisfied.

The authors of [3] have classified ruled surfacesttie Minkowski 3 —spacé? with
pointwise

1 - Type Gauss map.
In the paper [4], a characterization of the hetiscas ruled surface in the Euclidean 3 — space
with pointwise 1 — type Gauss map is obtained.

On the other hand, some classes of submanifoldiseirpseudo-Euclidean space with finite
Gauss map are studied in [5] and [6]. Choi andiRida [7] made a general study on

submanifolds of Euclidian spaces with finite typ@auss map and classified the compact
surfaces with 1 — type Gaus map.

In the papers [8] and [9], respectively, the ratatsurfaces in the Euclidean spaceaid
rotation surfaces in the Minkowski spaEg with pointwise 1 — type Gauss map have been
studied and a characterization theorem of thenbtaimed. In this paper, we generalize the
characterization for the class of general helicoidst us recall the following. a kinetic
property of a rotation surface is its invarianceabptation around its axis. Such a property is

! Département de Mathématiques et Informatique, Faales Sciences et Techniques, Université Cheikla Sibp de
Dakar, Sénégal. Emaibniang@ucad.sn
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satisfied by cylinders and by the wide class of gfsmeral helicoids which contains the
cylinders and the rotation surfaces as limit cases.

It is well-known that the Gauss map of a constaeamcurvature surface is pointwise 1-type

([6]).
On main resultis :

Theorem 1.2If the Gauss map of a general helicoids in the Eeeln 3 — space is pointwise
1 —type, then its mean curvature is a constant.

In this paper, we will assume that all surfacescarmected and all objects are at least of class
C3. We will use freely the notation of vectors bywohs or by lines.

2 - Preliminaries

Here, we recall some fundamental formulas for sgao be used later in this work. Assume
that M is a surface in the Euclidean 3 — dimendi@pace E with it's canonical metric
denoted by ., .).

For two vectord/ = (X, Xp, X3) and
W = (Y1, Yz, Y3) in E°.
(V,W)=X1 Y1+ Xo Y2+ X3 X3, (2)

and their dot product is given by,
VXW = (Xz Y3 — X3 Y2, XaY1— X1 Y3, X1 Y2 — X V7). (3)

The surfacévl may be given locally by an one-to-one isometrimiansionX of a open subset
U of R%into B,
X:UcR — E3

(s,v) — X(s,v)°

And we can identified X(U) with U. S¢s, v)are local coordinates on U (see [12]).0On U, the

Gauss mas is given by the following formulas
X X Xy
X5 X Xpll”

(4)

where X = Z—f and X, = Z—i . The first fundamental form | and the second amdntal form Il
of the surface M are given in U by
{I = (X, Xy ds? + 2(X,,X,) ds dv + (X, X,) dv?, 5)

II = (G, Xss)ds? + 2(G,X,) dsdv + (G, X,,,) dv?

The mean curvature H of the surface is then obdalyethe formulas
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_ (GrXss><Xv:Xv> - Z(Grstst'Xv) + <G’X‘U‘U><XSI Xs)

. (XSJ Xs) (Xs' Xs) - (Xv' Xs)z

(6)

For the Laplacian of the surface M, in local conedes (x, X2) on U, we have the following
formula

1 d

d 2 ..
A =7 Zi.j=16_9cj{[t (gelj)] gl] aixl} ’ (7)

[det (g;)]?

where, (g) is the matrix of the first fundamental form Itbe surface.

3 - Proof of the theorem

Step 1

In this first step, we establish some formulas.

We will use the formulas (4) and (7) above to cotapghe Gauss map G and the Laplacian
AG of a general hilicoid. We will consider that angeal helicoids is given by an one-to-one

isometric immersion X defined on the open set Roby

x(s) cos v
X(s,Vv) =| y(s)sinv |,wherex(s)>0,A R, (8)
z(s)+ hv

and where the profile curve-s (x(s), 0, z(s)) is parametrised by the arc lerggtihat is,

x?+2z%=1 (9)

!

x'cosv
(see [5]). From X= = (x' sin v) and
Z

—XxSsinv
Xv=| x cosv |, we get the first fundamental form
h

| = d<’ + 2hz  dsdv + (X + ) dV* ; (10)
and the vector
hx'sinv — xz cosv
XsX Xy =| —xz sinv — hx cosv | -
xx'
Then we get from (9)
”Xs X Xv”z = hzxyz + XZZ/2 + xzx/z,
= h%x? +x%(x? +2?),
= h2x? + x2.

It will be convenient to introduce the function

5= (x%+ hzx'z)l/z .(12)
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By using the expression ofsX X, given above, we get the Gauss map in the form

A(s) sinv — B(s) cosv
G=| —B(s)sinv—A(s)cosv |, (12)
C(s)
where,

hx' xz' xx'

A= B=Z,=C=Z  (13)

satisfy
A%+ B+ C*=1. (14)

Now we use the expression of the Gauss map inaii@}he vectors

X = (xcosv,xsinv,z");
X, = (=x'sinv, x'cosv,0) ;
Xy = (—xcosv,—xsinv,0);

to obtain that,

(G, X,) = X"B+z"'C;
(G, X)) = x'A;
(G, X,) = x B.

Il = (- X" B + 2" C) d$ — 2x’ Adsdv + xBdV (15)

_U(=x""B+z""C) + 2hx'z’'A +xA
= 7
)

2H (16)

Where,
U=U(s) =X+ (17)

We will get the derivate of the mean curvaturehia following equation:

1

S = [U(-x" 1;; 2" C)]' N [2hx‘ z ?2 +x B)] (18)

Finally, it remains to find the LaplaciakG of the Gauss map G. Since the matriy) @@ the
first fundamental forn is
~_(1 hz
(gll) _(hZ' U')’

=54, )

Then its inverse is

Thus
o= 5o - () N+l (- ()F+33)
By (7)

11
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So, we get easily that

SAG = (%) Gs+(§) Ggs — (%Z) G, — 2 ( ) Ggy + ( ) Cyy (19)

To obtaindAG, we will need the following six vectors,

Asinv — Bcosv
G=|—-Bsinv—Acosv

C
A'sinv — B'cosv
Gs

N———

— B'sinv —A'cosv
C!
Bsinv+ Acosv
Gy

N——

— Asinv — Bcosv
O ’
B'sinv + A cosv
G A'sinv — B'cosv
0
(A”sinv B'"'cosv

vv

B"sinv — A" cosv
CN

—A sinv — B cosv
Gw = ( Bsmv—Acosv
So we can see that
a(s) sinv — Bcosv
NG =G = ( Bsinv—acosv |, (20)
v (s)

Wheran, 3 andy are given by

() o= () p-2(E)5+ Q) v - (o
()'B'— (%T)A+2(?A+(g) B - (Np; @)
| geree

These relations can be rewritten as

o= [ - (-2(2) - Q)
1= [@a] + () a2 ()as Qs @
- (]

Remarque 3.1.From the expression @AG given in (20) and that of the Gauss map G in
(12), we get that

p

a

>lg

>g

=
I

3AG, G) =a A+ B B +yC. (23)
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Which becomes?
oa=(aA+pB+yC)A ,
B=(A+pB+yC)B, (24)
y=(acA+pB+yC) C.

Step 3
Here we make some remarks for solving the equatio(4).

Since A :%, we first assume that x’ = 0 andt0. In this case, the surface is right helicoids.

Indeed we have x =pa positive number,z=1orz=-1,A=C =0, &dz 1.

The right helicoid is a minimal surface, that isuaface of constant mean curvature zero.

If h = 0, the surface becomes a rotation surfaak the problem is solved in [5]. In the
remaining parts we will assume that h is not zexb>d is never zero.

Step 4
In this last step, we may assume that A = A(S’%Eis a non vanishing function on some
interval of the real line (by step 3).

a).First, we are going to prove that the condit{@4) is equivalent to the two following
equations:
BA=aB;yA=aC(25)

From (24), we havea =A A,B=AB, y=AC,whereA=a A+ B +yC.
Then (25) is easily obtained.

Conversely, assume (25) is true. The equdtigh= a B impliesa =A A and3 = A B, for
some functiorh = A(s).

But, since A is never zero, we ha?ve:%. Then, the second equation in (25) becomes\ C.
Sowe havet =A A, B=AB,y=AC.Since A+B*+ =1

ThenA =a A+ [3 B +yC. So (24) implies (25). Finally, (24) is equivati¢o (25).

b).If BA = a B, then H is constant
Using (22),3 A = a B is equivalent to

U

1(5) B]’A (3) 4B+ (% )(A2+Bz)+(2"z)(AA + BB)=0 (26)
T1+To=0,

We can put equation (26), in the form

Where T1 =[— (BA-A B)] T, = [— (A% + BZ)]’ using the fact

(BA—AB)' =B"A—-A".

13
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From the equation (13), we get:

x'8§-x"8
A'=h
52
And
B = x"z'6 +xz""'5-x 26"
52
Then

r ’ h ’ ’ ” ’ ’ ’ ’
BA=AB = E{x'zz6+xxz 0—xxzd6 + xxz'6'}
=% (x?7 4+ (xxN)z"6 — (xz') x''}

hxr?zr

h 12} II
== [Cz"— Bx"]+

by (13)

Bearling in mind that T1 {% (B'A— A'B)] , we have

o
—h[6 Cz' - Bx')+ % “’].

So, the relation T+ T, = 0 becomes

Sz - Bx")+ x “’] [" 2V _ = (A% + BZ)] = 0.
Now it remains to compare this equation, with thaation (18) which can be written as

(7 —Bx)] =20 |

2hx'z'A +xB]
We get easily that 1+ T, = 0 becomes

Sl - [2hsz+xB] + [x yu ZE/(AZ_}_ Bz]'=0

&2

Thatis2H + T = 0, where

_[2hx'zZ’A+xB , x?z'U z_ 2 2 ]'
T_[ 52 ]+[63+6(A+B)

Now let us show that T is zero.

Since A==, B ==2, U= + I, we have:
T= [% (—th x?— x4 x? (2 + W)+ h2x? + X2 z/z)]
Finally, by using the fact that* = 1 —x"*, we see that
T=[%(—x+x/2x2 + x2 (1—x’2)] =0

Hence, the theorem is proved.
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CHARACTERIZATION OF HOLO-
MORPHICALLY FILLABLE
CONTACT STRUCTURES ON
SOME T?— BUNDLES OVER &

Hamidou DATHE, Cheikh KHOULE

Abstract.

In this notes we give An estimation up to isotofythee number of holomorphically fillable
contact structures on“Tbundle over § with non-periodic monodromy matrix B SL, (2)
satisfying|jtr A| = 2.

Keywords and Phrases T%bundles over the’Smonodromy, hollomorphically fillable.

Résumé.

Dans cet article on donne une estimation, a isetppés, du nombre de structures de contact
holomorphiquement remplissables sur les fibresoeestT sur le cercle Sdont la matrice de
monodromie est de trace en valeur absolue égale a 2

O-Introduction
The main Theorem in this paper is the following.

Theorem0.0.1 Let Mbea T?- bundle over Swith non-periodic monodromy matrix & SL,
(2) satisfying|tr A| = 2 andHFy, the number up to isotopy of holomorphically fillalzontact
structures oM. Then we have £ HFy < 3.

Before proving the main Theorem 0.0.1 in sectiow@recall in section 1, general notions of
contact structures, most of them are taken in gapeed in reference.

In section 2, we discuss tightness and fillabibfya contact structure. As an application we
recall the result of Y. Eliashberg ([4]), which edsthat there exist a unique holomorphically
fillable contact structure on the 3-torus with therticularity that here the explicit filling is
given.

So the result of this paper can be seen as ansésieof the result of Y. Eliashberg in ([4]) to
all T?- bundle over Swith non-periodic monodromy matrix B SL, (Z) satisfying|tr A|= 2.

! Department of Mathematics, Université Cheikh Aniapie Dakar, Sénégatamidou.dathe@yahoo.fr
? Department of Mathematics, Université Cheikh Abi@p de Dakar, sénégathkhoule@hotmail.fr
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2 - Contact manifolds

a, hence one can speak abopositive

We recommend as a general reference on contact structures

contact geometry Geiges' recent textbook

([9D.

Let M be a differential manifold ang [
TM a hyper plane fields on M. Locally
can always be written as the kernel of a
non-vanishing 1-formo. One way to see
this is to choose an auxiliary Riemannian
metric gon M and then to define = g(X,

.), where Xis a local non-zero section of
the line bundle £~ (the orthogonal
complement off in TM). We see that the
existence of a globally defined 1-foron
with &= Ker a is equivalent to the
orientability (hence triviality) of", i.e. the
coorientability of &. In this paper, the
manifold M will be assumed to be oriented
and all the plane fields supposed to be
coorientable.

If a satisfies the Frobenius integrability
condition a [ da 0, then ¢ is an
integrable hyper plane field (and vice
versa), and its integral submanifolds form a
codimension 1 foliation of M. And an
integrable hyper plane field is locally of the
form dp 0, where p is a coordinate
function on M.

The following listed 1-forms are contact
forms and the verification is left to the
reader.

Example 1.1.2 on R™! with Cartesian
coordinates (X Yi.---, %, Yn, Z), the 1-form
o =dz + 3" =1 % dyiis a contact form.

Example 1.1.3 on R™ with polar
coordinates (f; §) for the (X, y;)-plane,

j=1,....,n, the 1-formoy = dz +X"j=; 1;dg; =
dz +X" =1 (x dy; - y; dx) is a contact form.

Example 1.1.4on the sphere®&™, say S

On has a contact forn by restricting on
S the 1-formayon R, with coordinates

Yo, X1, Y1) defined as follow:

ab = XodYo - YodXo + Xadys - yadxg.

Let us discuss now the problem of
classification of contact structures. As in
any problem of classification, one has to
decide first which objects are considered
equivalent. A particular case of homotopy
is obtained by changing the structure using
a path of isomorphisms of the underlying
fixed space, in which case one speaks about
isotopy. Let us be more formal for the case

Contact structures are in a certain sense theof contact structures.

exact opposite of integrable hyper plane
fields.

1.1 Basic notions

Definition 1.1.1 Let M be a (2n+1)-
dimensional manifold. Aontact structure
on M is a hyper plane distributiodin TM
given by a global 1-fornr such thata 7/
(da)" vanishes nowhere. We say that the
pair (M, ¢) is acontact manifoldand that

a is a contact form The forma is called
positive if a /7 (da) " defines the chosen
orientation of M. If n is odd, then the
orientation defined byr /7(da) " does not
depend on the choice of the defining form

Definition 1.1.5 Two contact manifolds

My, &) and (M, &) are called
contactomorphic if  there is
diffeomorphism f: M — M, with (&) =
&, where f: TMy — TM, denotes the
differential of f. If§ = Ker a;, i = 1, 2, this

is equivalent to the existence of a nhowhere
zero function : M; — R such thatfa, =
AO’]_.

a

Example 1.1.6 the contact manifolds
(R & = Ker a, i = 1, 2) from the
preceding examples are contactomorphic.
An explicit contactomorphism f withd:

= misgivenby: f(x;y; z2) =[(x+y) /2, (y
-X)/2,z+xy/ 2], where x and y stand for

17
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(X1, ... , %) and (\, ... , W), respectively,

and x y stands fad; x y;.

Similarly, both these contact structures are
contactomorphic to Ker (dz 3j % y;). Any

of these contact structures is called the
standard contact structuren R™,

Definition 1.1.7 A homotopybetween two
contact structures is a smooth path of
contact structures connecting them.

An isotopy between two contact structures
is a homotopy of the forng(&),, where ();

is a smooth path of self-diffeomorphisms of
M.

Two contact structureg and & on M are
homotopig resp.isotopic resp.isomorphic
if there is a homotopy, resp. an isotopy,
resp. a contactomorphic of M which sends

foné .

One wusually tries to classify contact
structures on a given manifold up to isotopy
or up to contactomorphism. Any contact

Definition 1.1.9 Associated with a contact
form a one has the so-called Reeb vector
field R,, defined by the equations:

() da(Rs.)=0

(i) a(Rq) =1.

Then any dynamical invariants of the Reeb
vector field are invariants of the contact
form, which makes one, feel that by
deforming a form, the global structure may
change drastically. When one keeps instead
of the whole contact form only the contact
structure defined by a contact form, the
situation is completely different.

Theorem 1.1.10 (Gray [14]) two
homotopic contact structures on a closed
manifold are isotopic.

1.2 Contact structures and Sasakian
metrics

Definition 1.2.1 An almost contact
structure on a differentiable manifolds M is
a triple (Z, 5, @), where® is a tensor field
of type (1, 1) (i.e. an endomorphism of TM),
Z is a vector field, andr is a 1-form which

structure may be seen as a hyper plane satisfyn(z) = 1 and®@ o @ =- /+ Z0n,
field, but one has to be careful because a here / is the identity endomorphism on

homotopy between the underlying hyper
plane fields of two contact structures is not
necessarily a homotopy of contact
structures.

Again, a general problem of classification
of structures splits into a local and into a
global one. Like complex structures and
foliations, contact forms have no local
invariants:

Theorem 1.1.8 (Darboux) Any contact
form may be written in suitable local
coordinates as the standard contact
structure on B,

Globally the situation is distinct, due to the
fact that there is a canonical vector field
attached to any contact form.

TM. A smooth manifold with such a
structure is called analmost contact
manifold.

We have seen that contact geometry exists
only in odd dimensions. But it interacts
very deeply with an even-dimensional
geometry, namely symplectic geometry.

Definition 1.2.2 A symplectic formon an
even-dimensional vector space is a non-
degenerate exterior form of degree 2. A
symplectic formon an even-dimensional
manifold is a closed non-degenerate smooth
form of degree 2. Aymplectic manifolds

a manifold endowed with a symplectic form.

Let (M, a) be a contact manifold with a
contact 1-formo and consideg = Kera [
TM. The subbundl€f is maximally non-
integrable and it is called the contact
distribution. As a first example of the



Journal des Sciences et Technologies 2012 vol.10 n°1 pp 25-32

presence of symplectic structures in the
contact world, note that part of Definition
1.1.1 may be rephrased as saying that a
contact form if and only if d is a
symplectic form in restriction to Kar An
equivalent formulation of the contact
condition is that the pair§( dals) gives¢
the structure of a symplectic vector bundle.
We denote by 4] the space of all almost
complex structures Jon ¢ that are
compatible with d|s, that is the subspace of
smooth sections df the endomorphism
bundle Endf) that satisfy:

J2

-, da(IX, JY ) = ai(X, Y),
da(X; IX)>0 (1)

for any smooth sections X, Y @f
Notice that each JO JE€) defines a
Riemannian metricsgon & by setting:

g:(X, Y) =da(X, JY). (2)

One easily checks thatg gsatisfies the
compatibility condition g (JX, JY) = q (X,

Y). Furthermore, the map 3 g is one-to-
one, and the space&J(is contractible. A
choice of J gives Min almost CR structure.

Moreover, by extending J to all of Tehe
obtains an almost contact structure. There
are some choices of conventions to make
here. We define the sectigh of End(TM)

by ® = J on§ and®R,= 0, where Ris the
Reeb vector field associated ¢to We can
also extend the transverse metrictg a
metric gon all of Mby

9(X, Y) = &(X, Y) + a(X) a(Y) = da(X,
®Y) +a(X) a(y), (3)

for all vector fields X, Y on M. One easily
also sees that gatisfies the compatibility
condition g(PX, ®Y) = g(X, Y) - a(X)
a(y).

Definition 1.2.3 A contact manifold M with
a contact forma, a vector field R a

section @ of End(TM), and a Riemannian
metric g which satisfy the conditions

aRy)=1land@o@®=-/+R,[7a,
is known as &ontact metricon M.

Definition 1.2.4 A contact metric manifold
(M, a) is called aSasakianmanifold if the
Reeb vector field Rof a is a Killing vector
field of unit length on M so that the tensor
field @ of type (1, 1), defined bg(X) = -
[AR,, satisfies the condition

(Lk@)(Y) =9(X, Y) B- 9(Ren Y) X

for any pair of vector fields X and Y on M
and where /7 denote the Levi-Civita
connection associated to the contact metric.

The quadruple S = (Ra, @, g) is called a
Sasakian structureon M.

Definition 1.2.5 Let (M, S) be a Sasakian
manifold and let@ M - M be a
diffeomorphism, then (M, ¢@S) is a
isomorphic Sasakian structure where

(d% = (qo-lﬁRm (dja! (p-lD(P% (db)

1.3 Contact structures coming from
complex geometry

Another very important class of examples
(which is the central one for the results
presented here) comes from complex
analytic geometry.

Start from a connected complex manifeld
of complex dimension & 2 and from a real
smooth hypersurface M it.

Denote by J: X - TX the (integrable)
almost complex structure associated to the
complex structure oK, where X denotes
the tangent bundle of the underlying
smooth manifold oK.

19
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Then J(TM) cannot be equal to TM,
because this last space is odd-dimensional.

Therefore := TM n J(TM) is a J-invariant
subspace of real codimension 1 of TM, that
is, a hyper plane distribution with a natural
complex structure | We will call it the
complex distribution of M- X.

For various hypersurfaces dhe can get all
the degrees of integrability of this
distribution, from the completely integrable
case till the completely non-integrable (or
contact) one. A general situation whéims
automatically contact is got when N
strongly pseudoconvex.

Definition 1.3.1Let p be a smooth function
on X. It is called strictly plurisub -
harmonic (abbreviatedspsh if - d (fp) >
0, whered®p: = dp o J OTX.

If a cooriented real hypersurfacd X may
be defined locally in the neighborhood of
any of its points as a regular level ospsh
function which grows from its negative to
its positive side, then it is callestrongly
pseudoconvex

It is important to take care about the
coorientation of the hypersurface: seen
from one side it is pseudoconvex, from the
other it is pseudoconcave. The terminology

andp : =Y"%.; | z % This is a proper spsh

function. The complex distribution on any
euclidean sphere centered at the origin is
therefore a contact structure. As
homotheties centered at the origin leave
both the foliation of &™-{0} by such
spheres and the almost complex structure
invariant, they realize contactomorphisms
between all such contact spheres.
Therefore, one gets a well-defined contact
structure on $*! called the standard
contact structure on it.

2 - Tightness and fillability

There is a strong relationship between
contact topology and symplectic topology
due to the fact that contact structures
provide natural boundary conditions for
symplectic structures on manifolds with
boundary. Given a contact manifold (&),
and a symplectic manifold (VW) with oW

= M, we say that (W) fills (M, &) if some
compatibility conditions are satisfied.
Depending on how restricting these
conditions are, there are several different
notions of fillability.

In the following we will always assume that
M is an oriented 3-manifold and is
oriented and positive. This means tRat
the kernel of a globally defined smooth 1-
form a on M such thatt O da is a volume

was chosen such that the positive side is the form inducing the fixed orientation of M.

pseudoconcave one, distinguished by the

fact that holomorphic curves tangent to the
hypersurface are locally contained in that
side.

The announced general family of contact
manifolds given by complex geometry is
presented in the next proposition:

Proposition 1.3.2 ([21]) The complex
distribution of any strongly pseudoconvex
hypersurface of a complex manifold is a
(naturally oriented) contact structure.

The simplest example of this type of
construction is given b= C™, with n>1

Definition 2.0.3 The contact structuré on

M is called tight if there is no embedded
disc D /7 M such that its boundaryD is
tangent to & while D is transversal taf
along the boundary.

Tightness of a contact structure is
guaranteed by the following properties of
fillability.

2.1 Various notions of fillability.
Let us come back to the examples of

contact manifolds originating in complex
geometry.
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Definition 2.1.1 A complex manifold with a
proper spsh function is called &tein
manifold.

Consider a Stein manifold and a proper
spsh functionp : X — R bounded from
below. Let M : =X,-5 be a regular level of
p. We call the compact sublevél: = X<,

a compact Stein manifold. One should note
thatY is a compact smooth manifold with-
boundary, but that it is not a compact
complex manifold. By Proposition 1.3.2,
the complex distribution on M is a contact
structure. This motivates:

Definition 2.1.2 A contact manifold which
is contactomorphic to the contact boundary
of a compact Stein manifold is call&tein
fillable, and any such compact Stein
manifold is aStein filling of the initial
manifold.

A more general notion is obtained by
asking that the bounded from below and
proper functionp be spsh only in a
neighborhood of its considered regular level
M. One obtains then the notion of compact
complex manifold with boundary, and a
related notion of filling:

Definition 2.1.3 A contact manifold which
is contactomorphic to the complex
distribution on a strongly pseudoconvex
boundary of a compact complex manifold
with boundary is calledholomorphically
fillable, and any such compact complex
manifold is aholomorphic filling of the
initial manifold.

Holomorphically fillable contact structure
can be found in the world of Sasakian
manifold by a result of Marinescu and
Yeganefar ([20]), which assert that:

Proposition 2.1.4 ([20]) every compact
Sasakian manifold is holomorphically
fillable.

One may forget part of the previous
structures in order to arrive at concepts of
symplectic geometry, which make no
reference to an almost-complex structure:

Definition 2.1.5 A strong symplectic filling
of (M, é) is a compact symplectic manifold
(Y, @ with boundarydY = M such that
there exists a primitivea of w in a
neighborhood of M whose restriction to M
is a defining form of.

A weak symplectic filling of (M, ¢) is a
compact symplectic manifoldYy «) with
boundarydY = M such that the restriction
of wto ¢ is a field of positive symplectic
forms oné.

Thus, we have four different rigidity
notions for contact structures, which are
ordered as follows:

Proposition 2.1.6 holomorphically fillable
= Stein fillable = strongly symplectically
fillable = weakly symplectically fillable=>
tight.

Proof. Weakly fillable contact structures
are tight by a deep theorem of Eliashberg
and Gromov ([5, 15]). And by the
Definition (2.1.5), we see that strongly

symplectically  fillable are  weakly
symplectically fillable. If (M, &) is a
holomorphically  fillable contact 3-

manifold, then it is necessarily Stein fillable
(Bogomolov and de Oliveira ([3])), so there
exists a Stein manifold and a proper spsh
function

p : X - R bounded from below such that
M: = Xp=a be a regular level op. If one
denotes:

Wp = dap,

Thenag|v is a contact form defining, w,
is a symplectic form oiX and Kp<a W) IS

a compact symplectic manifold with
boundaryoXp<a = M, thus (M,§) is strongly
symplectically fillable by the Definition
(2.1.5).

However, it is know now that the four
different rigidity notions do not coincide:
tight but non weakly fillable contact
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structures have been found first by Etnyre
and Honda ([8]) and later by Lisca and
Stipsicz ([18, 19]). A weakly fillable but no
strongly fillable contact structure has been
found first by Eliashberg ([4]) and later
more have been found by Ding and Geiges
([210]). And strongly fillable contact 3-
manifolds without Stein fillings have been
found by Ghiggini in ([12]).

2.2 Fillable contact structure on T

Most of the results in this section can be
found in ([4]). The standard contact
structureZ; on T is the contact structure on
the unit cotangent bundle of the 2-torus. If
(x, y) are cyclic coordinates irf;Tand@ is a
1-periodic coordinate along the fiber', S
then{,; can be defined by the 1-foroy =
coP dx + sirf dy.

Proposition 2.2.1 the standard contact
structure {1 is holomorphically fillable

Proof. Indeed, as every cotangent space
TET? = T2 x R? is equipped with a natural
symplectic formwy = dA, whereA is the
Liouville 1-form A = zdx + zdy, where (X,
y)OT? = R¥/Z? and (2, z,) O R% Let (rp)C]]

0, +o[xR/2rZ be the polar coordinates
defined on R{0} by z =rco®and z=r
sind, the restriction of the Liouville 1-form

A on W = T? x (R®\{0}), is the 1-formo, =

r (cod dx + sirb dy).

o, induces in each hypersurface: r = f(x, v,
8), where f is a positive function, a contact
form and all these contact forms, define the
same contact structur® on T = {(X, V,
0)}. The symplectization of €T i) is
isomorphic to (W, wp = dz O dx + dz [
dy).

Moreover the Liouville vector field = z
(0/0z;) + 2, (0/02y).

IS yp - dual toA and can be taken gradient-
like to a spsh function on WThus, by the
equivalent Definitions (2.1.2) and (2.1.3),
(T3, Z4) is holomorphically fillable.

Let pi: T° -T2 n = 2... be a sequence of
cyclic coverings (X, yB) - (x, y, ). Let
us denote by, n = 1... the pullback of the
contact structur€; under the coveringp
Thus,Z, = {a, = 0} wherea, = phai = cos
(nB) dx + sin (1) dy.

All the contact structure, are clearly tight
because they all have the same universal
covering: the standard contact structure on
R®. Moreover, as noticed by E. Giroux in
([13]), all these structures are weakly
symplectically fillable. Also E. Giroux
([13]), and independently Y. Kanda ([16]),
proved the following theorem.

Theorem 2.2.2 ([13; 16]) the contact
structures {,, n = 1... are pairwise non
diffeomorphic and give the complete, up to
diffeomorphism, list of positive tight contact
structures on .

Furthermore Eliashberg proved in ([4]) the
following theorem.

Theorem 2.2.3([4]) the contact structures
{» for n > 1 are not strongly symplectically
fillable, and therefore not holomorphically
fillable.

Combining
(2.2.2) and
Eliashberg get
corollary.

the Theorems (2.2.3) and
the Proposition (2.2.1),
in ([4]) the following

Corollary 2.2.4 ([4]) the contact structure
{1 on T3 is the unique up to isotopy
holomorphically fillable contact structure.

3 - Proof of the main Theorem

The set HHE of symplectically fillable
contact structures considered up to
homotopy (as cooriented 2-plane fields) on
a closed 3-manifold M is a subtle invariant
of M. By a theorem of Eliashberg and
Thurston ([7]), the cardinality of HHFis

an upper bound for the number of
homotopy classes of taut foliations on M.
And in ([17]) P. Lisca proved the following.
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Proposition 3.0.5([17]) let M be a closed
oriented 3-manifold carrying metrics with
strictly positive scalar curvature. Ther,
HHFy / < /Tor Hy (M, Z)/, where Tor H
(M, 2) is the torsion subgroup of;KM, Z)
and // denotes cardinality.

The following corollary is our direct
consequence of the Propositions (2.1.6) and
(3.0.5).

Corollary 3.0.6 let M be a closed oriented
3-manifold carrying metrics with strictly
positive scalar curvature. Then/HFy /

< /Tor Hy (M, Z)/, (4) where Hiy be the
number, up to isotopy, of holomorphically
fillable contact structure on M.

The 3-dimensional Heisenberg group °Nil
can be described by the group of 3 by 3 real
matrices of the form (see ([2])). As a
manifold it is just R,

There are two natural isomorphic Sasakian
structures on Nil the right invariant
contact form a = dz — y dx, and theeft
invariant contact form a“ = dz — x dy.
These are related by the involution:

1 : R = R®defined by (x, y, ) = (y, X, 2),
that ist 0" = a®.

Notice thati reverses orientation. These

contact forms give rise to theight

invariant Sasakain structure S° = (Z, o,

®R o) and theleft invariant Sasakain

structure SL = (Zo", @, d), where Z =

aZ)

®R = (0, + yd,) O dy-ad,0dx, & = (dx)?
+(dy)® + (dz - y dxF,

and

" = @y + xd,) 0 dx -9, O dy, g = (dxf

+ (dyf + (dz — x dyj.

Both Sasakian structures have the same
Reeb vector field. So the Heisenberg group

has what we called abi-Sasakian
structure. Moreover we see that

St =Yzttt g =S

Thus it follows from the Definition 1.2.5,
that $ and & are isomorphic.

Therefore we can fix one of these
structures, namely the right Sasakian
structure § and refer to it as thstandard
Sasakian or CR structure on Nil.
Moreover it is proved in ([2]) that:

Proposition 3.0.7 ([2]) Let M be a 3-
dimensional compact manifold, which is
diffeomorphic to a left quotient of the 3-
dimensional Heisenberg group Rlilthen
the only Sasakian structure passes down to
the quotient is the standard ane

Proof of the main Theorem (0.0.1)

Let M be a T - bundle over Swith non-
periodic monodromy matrix Al SL, (2),
satisfyingltr A| = 2. Following Geiges and
Gonjalo ([11]), M is a left quotient of Nil
Moreover from ([2]), M is diffeomorphic to
the quotient manifold formed by the
subgroupl, = Nil® (Z, k) of Nil* obtained
by restricting the real coordinates (X, v, z)
in Nil® to take values in the set of all
integers divisible by the integer k > 0.
Furthermore one has always following ([2])
that:

Hi(M, Z) =Z 0 Z, with k = 1, 2, 3. Thus
| Tor Hh (M, 2)| O{1, 2, 3.

Since M is a Sasakian manifold then it
follows from ([1]), that it carries a metric
with positive scalar curvature. Then, by the
above Corollary (3.0.6) we have:

0 <HFy <3.
Following the Proposition (3.0.7), the only
Sasakian structure passes down to the
guotient is the standard one. And by the
Proposition (2.1.4) tell us that the induced
Sasakian structure is holomorphically
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fillable, and then by the Proposition 2.1.4,
we have:
1<HFu <3
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SUR L’UTILITE DE LA MODELISATION
ET DE L'ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Emmanuel Fréndd
Résumé& Nous montrons comment la modélisation et l'aralysymptotique aident a
comprendre des phénoménes, a tester des hypot#tedesnéliorer des outils de simulation.

Nous nous appuyons sur des exemples pour illustpopos

Abstract. We show how modeling and asymptotic analysis helpshderstand phenomena to
test hypotheses and to improve simulation tools.ilW&rate this using examples.

! LMBA (Laboratoire de Mathématiques de Bretagne wtitue), UMR CNRS 6205, Université de Bretagne-
Sud, Vannes, France.
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Emmanuel Frénod sur 'utilité de la modélisation

1 — Introduction efficace, qui fonctionne correctement dans
La modélisation est un formidable outil la plupart des situations, peut s’effondrer
pour aider a comprendre les phénomenes. lorsque le phénomeéne a simuler contient ou
La premiére raison de cela est que, pour génére des oscillations dont la période
atteindre son objectif, a savoir la simulation caractéristique est tres petite devant
d’'un phénomeéne donné, le modélisateur est I'échelle globale du phénomeéne. La raison
amené a poser des questions un peude cela est que, dans ce cas, l'espace
différentes de celles que se posent les supportant le phénoméne doit étre divisé en
scientifiques du domaine qui I'étudie un trés grand nombre de cellules, petite
habituellement. Cela aide a comprendre le devant la taille caractéristique de la période
paradigme servant a aborder le phénomened’oscillation, et donc extrémement petite en
en question. regard de I'échelle a laquelle la simulation

doit avoir lieu. Les simulations deviennent
Une fois modélisé sous la forme d'un alors beaucoup trop colteuses en temps de
modele  mathématique, généralement calcul pour étre menées. Face a ce
continu ou de trées grande taille, des probleme, des méthodes d'analyse
méthodes de discrétisation permettent de asymptotique permettent de retirer des
construire des modeéeles du phénomene demodeles la présence explicite des
taille plus petite, donc traduisibles en oscillations pour ne garder que leur effet
logiciels. Les logiciels construits permettent moyen. Ainsi en remplacant le modele sur
alors de faire des simulations du lequel est basé le logiciel par un modele ne
phénomene qui, via des méthodes de contenant que I'effet moyen des oscillations
visualisation, peuvent étre interprétées. La permet au logiciel d’aborder le phénomene,
conséquence de telle ou telle modification méme lorsque ce dernier contient ou génere
des conditions du phénomene peut alors des oscillations.
étre étudiée.

2 - Comprendre des phénoménes
D’autre part, elle permet de tester des Pour réaliser une simulation, en premier
hypothéses. Face a un phénomene lieu, il est nécessaire de disposer d'un
incompris ou mal compris, une hypothese modéle mathématique du support physique
peut étre émise sur le fonctionnement de ce ou le phénomene a lieu. Ensuite il faut
phénomene. Un modélisateur peut ensuite utiliser ou construire un  modele
traduire cette hypothese sous la forme d’'un mathématique du phénoméne a simuler,
modéle qui peut alors étre implémenté. A cohérent avec le modéle du support
I'aide du logiciel résultant, des simulations physique. Le modele issu du couplage de
peuvent étre réalisées. Si elles sont ces deux derniers doit étre discrétisé avant
conformes a certains aspects du d’étre implémenté.
phénomene, il est possible de conclure que
I'hnypothése formulée n'est pas Un exemple de simulation est donné en
completement irréaliste. figure 1, constituée d’'images extraites d’'un

film fait par DHI. L'image en haut a gauche
L’analyse asymptotigue est un outil de montre le haut dune vallée quelques
modélisation mathématique. Elle permet de instants aprés la rupture d’'un barrage. Sur
déduire des modéles a partir d’autres et de les images suivantes, la suite de la
hiérarchiser les modeles décrivant un simulation de I'’écoulement vers le fond de
phénomeéne donné. la vallée est montrée.

Elle permet également d’améliorer les
performances de logiciels de simulation. Un
logiciel de simulation, basé sur un modele
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Fig. 1 —Simulation d’un écoulement d’eau dans une vallée sula rupture d'un barrag
(Extrait d’un film fait par DHt.)

Dans cet exemple, le support physique ¢
phénoméne a lieu est 'ensemble consi
des montagnes et de la vallée
'écoulement se produit. Le mode
mathématique de ce support est
fonction de deux variables donnant, p
chaque point horizontal,oe altitude. Le
modéle mathématique du phénomeéne e
systeme d’équations aux dérivées de ‘-
Venant, c.f. Sain¥¥enant [16], Gerbeau
Perthame [8] et Bouchuet a. [4] (ou
ShallowWater Equations en anglai:

Le modéle mathématique est discrétisé
une méthode de volumes finis, cf. LeVe(
[13]. L'ensemble est intégré dans
logiciel commercial de bonne quali
nommeé Mike®2D, cf. [1]

Il n'est pas utile d’argumenter longtenr
pour expliquer l'intérét pourun service
public ou une collectivité publique,

proximité d’'un barrage, de disposer d’'un
outil. Cela peut lui permettre de mettre
point des protocoles d'évacuation, d’étuc

la réalisation d'ouvrage dart po
influencer I'écoulement en cas d’ident,
etc. Cette démarche d'utilisation de
simulation pour comprendre |
phénoménes peut étre étendue a tous
problemes liés a des phénomenes natt
industriels, économiques, ¢

3 - Tester des hypothése

L'utilisation de la modélisation afirde
tester des hypothéses sera illustrée
travers du travail de recherche exposé
Frénod & Sire [7] et qui concen
'essaimage de la bactérieProteus
mirabilis, c.f par exempl: Shapiro &
Dworkin [17], Esipov & Shapiro [6]
Rauprichet al. [15] et Matsuyamaet al.
[14].

27



Emmanuel Frénod sur 'utilité de la modélisation

Fig. 2 — BactérieProteus mirabilissous forme végétative (A) et sous forme difféém(iB). Front d'une
colonie de bactériegBroteus mirabilis(C). Colonie de bactéri¢&roteus mirabilis(D). (Extrait de [7].)

Dans des conditions usuelleproteus Ce phénomeéne d’essaimage ne se produit
mirabilis se présente sous la forme d’'une pas de maniére continue dans le temps,
cellule de quelques dixiemes de mais des phases pendant lesquelles seules
micrométres, nommée  “végétative”, des bactéries sous forme végétative sont
visible sur I'imageA de la figure 2. Dans présentes et pendant lesquelles aucun
certaines  conditions, en  particulier mouvement de la colonie n’est perceptible,
lorsqu’une goutte de solution contenant des des phases sans mouvement de la colonie
bactéries est déposée sur un substrat solide pendant lesquelles les bactéries s’allongent,
par exemple un gel d’agar dans une boite de des phases d’essaimage, et des phases
pétrie, certaines cellules connaissent un pendant lesquelles les bactéries
phénomene de  différentiation. Ce difféerentiées se transforment en cellule
phénomeéne est le résultat du fait que la végétative par achévement de la division
division cellulaire ne s’accomplit pas cellulaire alternent de facon plus ou moins
totalement. Ainsi, au lieu de générer deux périodique. Du fait de cette alternance de
cellules filles, la cellule mere génére une phases, une fois la colonisation achevée, la
cellule deux fois plus longue. En itérant ce colonie de bactéries présente une variation
processus, des bactéries de plusieurs d’épaisseur visible sur I'imag®. Cette
dizaines de micrometres finissent par étre variation d’épaisseurs est connue sous le
générées. Ces bactéries, nommeéesnom de “phénoméne de terrassement”.
“bactéries différentiées”, visibles sur

I'image B, sont sujettes a une oscillation Depuis sa découverte par Hauser [9], a la
individuelle qui peut provoquer un fin du XIX"*"Siécle, ce phénoméne a été
mouvement collectif de la colonie de beaucoup étudié. La premiere raison de cela
bactéries. L'imageC montre le front d'une  est médicale. En effeRroteus mirabilisest
colonie de bactéries. La partie droite un agent pathogéne des reins et des voies
(sombre) est le milieu non encore colonisé urinaires, fréquemment impliqué dans les
et la partie gauche est le font de la colonie, infections urinaires. Ainsi, comprendre son
majoritairement constitué de bactéries mode de colonisation a une importance
différentiées, qui progressent vers la droite. pour lutter contre ces infections. La
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Fig. 3 — Simulation d’'un essaimage de bactéPieteus mirabilis (Extrait de [7].)

deuxieme raison est que, les bactéries qui récemment plusieurs travaux, cf. Lahage
sont unicellulaires présentent, dans ce al. [12, 11], Keirsseet al [10], Berg [3] et
phénomene d’essaimage, un comportement Chenet al. [5], ont mis en évidence que la
collectif. Une colonie de bactériéxoteus concentration en eau de la matrice dans
mirabilis semble donc étre un chainon laquelle la colonie des bactéries baigne
intermédiaire entre les régnes de la vie jouait un réle biophysique important dans le
unicellulaire et ceux de la vie pluri- phénomene  dessaimage. Cependant,
cellulaire. Ainsi comprendre le phénoméne certains aspects du phénoméne d’essaimage
de l'essaimage déroteus mirabilis peut restaient mal expliqués. En particulier, le
contribuer a apporter des réponses fait que la phase d'essaimage prenne fin
concernant les mécanismes de I'émergencealors que de nombreuses bactéries
de la vie pluri-cellulaire. La troisieme différentiées sont encore présentes dans le
raison de la forte mobilisation de la front semblait assez obscur.
communauté scientifique sur ce phénomene
est la fascination qu’exercent les systémes Dans Frenod & Sire [7], I'hypothese
extrémement simples qui générent des suivante a été émise : Lorsque la matrice est
formes  complexes, réguliéres, ou peu hydratée il y a en son sein des quasi-
esthétigues. C’'est le méme type de cristaux. Le mouvement d'oscillation
fascination qui a induit les efforts de individuel des bactéries en s’appuyant sur
recherche mathématique dans les domainesces quasi-cristaux génére le mouvement
des fractals ou de la morphogéneése. collectif de la colonie. En revanche lorsque
la matrice est hydratée, il n'y a pas de
L’étude de ce phénoméne a beaucoup quasi-cristaux et le mouvement
portée sur les aspects biologiques et d'oscillation individuel des bactéries ne
biochimiques mais assez peu de travaux génere pas de mouvement collectif.
portent sur les phénomeénes biophysiques
sur lesquels l'essaimage s’appuie. Assez
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Cette hypothése a ensuite été traduite en un4 - Améliorer les outils de simulation
modéle fait de cing équations : une équation L'utilisation de I'analyse asymptotique, qui
intégro-différentielle modélisant I'évolution est un outii de modélisation, afin
de la densité des bactéries végétatives end’améliorer les outils de simulation
chaque point; une équation aux dérivées s’appuiera sur le travail exposé dans Ailliot,
partielles modélisant la  population, Frenod & Monbet [2].
structurée en age de bactéries en phase
d’élongation, en chaque point; une La courbe continue de la figure 4 est la
équation aux dérivées partielles décrivant trajectoire, sur un intervalle de temps de
I'évolution de la population structurée en quelques semaines, d’'un objet partiellement
age des bactéries différentiees (capables deimmergé dans l'océan, a proximité des
migrer) sur I'ensemble du domaine ; une cotes. Cette trajectoire est la conséquence
équation aux dérivées partielles modélisant de l'action conjuguée de la marée,
I'évolution de I'hydratation de la matrice imprimant I'oscillation rapide, et du vent,
extracellulaire ; et, une eéquation imprimant des variations lentes. Pour
différentielle ordinaire décrivant, en chaque simuler cette trajectoire par une méthode
point, I'évolution de la concentration en eau numérique classique, il est nécessaire
dans le gel d’agar. d’utiliser un pas de temps notoirement plus
petit que la période de [loscillation
Ce modeéle a été discrétisé, puis implémenté principale, a savoir la période de la marée.
dans l'environnement Matlab®7. La Cela rend la simulation colteuse en temps
simulation dont la figure 3 donne un extrait de calcul.
montre que, quelques instant apres qu’'une
goutte d’eau contenant des bactéries ait été Dans la suitee désigne un petit paramétre
posée sur le gel dagar, des bactéries qui est, essentiellement, le rapport entre la
differentiées apparaissent et commencent apériode de marée et la longueur de
essaimer car I'hydratation de la matrice est l'intervalle de temps pendant lequel la
faible (cf. image en haut a gauche). trajectoire est observée. En décomposant le
champs de vitesse de l'eau en un terme

Du fait la réhydratation de la matrice, exclusivement dii a la marM(t,E,X), qui

'essaimage s’interrompt puis les bactéries L o .
différentiées se dé-différentient pour donner €St perlodlgue d_e periode '5} periode de la
des bactéries végétatives (cf. image en hautMaree et d'amplitude modulée par le temps
a droite). t et la positionX , et une perturbation

sN(t,E,X) due aux autres facteurs, c'est a
Ensuite le phénomene reprend (cf. image en ¢

bas a gauche). A la fin du processus (cf.
image en bas a droite) I'ensemble du milieu X)+eN(t, 3 X), la trajectoire adimensionnée
est colonisé et la colonie présente des x(1) de gl’objet est solution du systéme
variations ~ d'épaisseurs  rappelant le gyivant

phénomeéne de terrassement.

dire en écrivant cette vitessch/l(t,i,

La conclusion de ce travail est que
I'hnypothése émise ci-dessus est crédible.

dx_

dt =V, 1)
av_10M . t oM.t ON. t t
E_S 69(t’£’ X) T(t’ 5’ X) +‘a_9(t’ 5’ X) +(DM(t’ S,X))V +

WL, X) V(AL 5, X) +(ON(L2, X)V) (2)
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Fig. 4 — Courbe continueX Courbe en tirets : {t)+eY(t).
Courbe en pointillés : §t)+eY'(t) + o(g) ). (Extrait de [2].)

La premiére équation dit simplementquela Oi0 o est wune fonction donnée
derivée de la position de l'objet est sa explicitement. D’autre part les équations
vitesse. La seconde dit que son accélération vgrifices par Y(t), Y(t), VO(t,0) et V(t,0)

est celle de I'océan constituée des termes dusont établies. Ces derniéres ne contiennent
membre de droite de la premiere et de la nj ne générent doscillation & haute
troisieme ligne, auxquels s’ajoute la force fréquence, ainsi elles peuvent étre simulées
exercee par le vent qui est proportionnelle a 3 un colt en temps inferieur a celui
la différence entre la vitesse du van(t, g nécessaire pour simuler (1)-(2).

X) et la vitesse de I'objet. Le fait que pour

simuler cette équa‘Eion il faille utiliser un de l'approximation. En effet la courbe en
pas de temps tres petit devamt est  oig représente deY? et clairement elle
materialisé par la présence du facteur reste trés proche de la tendance de X. De
dans la seconde équation. plus si la trajectoire est reconstituée en
effectuant  Y(t)+eY(t)+ o(fg, qui est
matérialisée par la courbe en pointillés, la
superposition avec X est trés bonne.

Un regard sur la figure 4 montre la qualité

Ce qui est démontré dans Ailliot, Frenod &
Monbet [2] c'est que x(t) peut se
développer asymptotiguement sous la

forme : Ainsi, remplacer la résolution de (1)-(2) par

. celle du systéme satisfait paf(®y, Y1),
X(O)=Y () +eY(t)+ o) +....., 0 Vi >

Q V5(t0) et V(t0) en la couplant a la
reconstitution Y(t)+eY*(t)+ o(i), permet de
réduire le colt de calcul sans nuire a la
précision du résultat

Et que V(t) se développe également de la
facon suivante :

V(t):VO(t,E) +av1(t,§ +..
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Abstract.

We classify transversely projective foliation withaompact leaf on pseudo-Anosov bundle
under some restrictions on the global holonomy grou

Résumé.
On décrit tous les feuilletages transversalemeaqjeptifs sans feuille compacte avec une
holonomie globale d’un certain type sur certaibhsés pseudo-Anosov.
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1. Introduction T3 =T?x1/(x,0) ~ (Y(x),1)

Soit ¥ un difffomorphisme d’Anosov du ou I = [0,1]. Cette variété est un fibré en
tore T? induit par une matricgd € tores sur le cercle appelé fibré Anosov.
SL(2,Z) avectrA > 2. E. Ghys et V.

Sergisecu (voir[1]) ont construit la3- 2.2 Feuilletages modeles suF;

variété obtenue par suspensionydet ont ~ La matrice A possede deux valeurs propres
classifié tous les feuilletages sans feuille A et%. Les feuilletages d&? par droites de
compacte de codimensionl et de

1 . . s
classeC” (r > 2). pentel et sont invariants par l'action de

Z? et induisent sur le toreT? deux
Considérons la surface ferméede genre  feuilletages invariants par. En suspendant
g = 2 et soit ¢ un difffomorphisme les deux feuilletages obtenus sur le tBre

pseudo-Anosov de. En suspendanp on on obtient sur T3 deux feuilletages
obtient une 3-variété V appelée fiboré  minimaux que nous appelons feuilletages
pseudo-Anosov. modeles.

2.3 Classification

E. Ghys et V. Sergiescu [1] ont classifié
tous les feuilletages sans feuille compacte
de codimension 1 et de clasSé(r > 2)
surT; . Leur résultat est le suivant :

Contrairement &3, il n’existe pas a notre
connaissance un théoreme de classification
compléte des feuilletages de codimension
sans feuille compacte sur . Il existe
plusieurs résultats partiels dans cette

direction. Par exemple H. Nakayama Théoreme 1.[1] Tout feuilletage sans

(voir[2]) a classifi¢ a revétement pres tous feuille compacte de codimension 1 et
les feuilletages transversalement affins sans transversalement orientable de clas€é

feuille compacte dans la classe d’Euler de (- >2) sur un fibré hyperbolique

la fibration. orientable de genre 1 e6f~2 —conjugué a

] I'un des modeles.
H. Dathe (voir[3]) a montré que tous les

feuilletages transversalement projectifs 3. Feuilletages sans feuille compacte sur
suffisamment proches d'un modéle sont les fibré pseudo-Anosov
conjugués a ce modeéle. 3.1. Feuilletages modeéles

Soit Y une surface fermée de gemyre> 1
Dans cet article on classifie tous les etg: X —— X un diffeomorphisme.
feuilletages transversalement projectifs sans
feuille compacte sur V qui sont dans la Définition 1. Le difffomorphisme est dit
classe d’Euler de la fibration et sous pseudo-Anosov a 4 branches s'il existe
certaines restrictions sur le groupe deux feuilletagesFset F* sur X vérifiant

d’holonomie globale. les propriétés suivantes :
2. Feuilletages sans feuille compacte sur () F° et F* sont transversalement
T3 orientés et mesurésF® et F* sont
singuliers avec des singularités qui
2.1 Construction deT?3 sont des selles a quatre séparatrices,
Soit ¥ :T? — T? un diff@omorphisme ils ont le méme ensemble singulieet
d’Anosov du torel'? induit par une matrice transverses sur\K.
hyperbolique (i) Il existe une constantd > 1 telle
. que :

A(i.eA € SL(2,Z)ettrA > 2). 0.(F5, us) = (F5, /1—1MS)

On construit 1a3 —variété suspension dg 0. (F*, 1) = (F*, %)

par :
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Les feuilletagesF* et F* sont appelés surV ayant un nombre fini de cercles de
respectivement le feuilletage stable et le contacty; v, ..., ¥, avec la fibration d&
feuilletage instable dep et 1 est le  sur S! . Chaque cercley; posséde un
coefficient dep. voisinage tubulairg/? feuilleté comme

Exemple 1 Toute surface orientable dans la figure.

ferméel de genrgg > 1 est I'espace total
d’un revétement ramifié a deux feuillets sur
le toreT? avec un lieu de ramificatioki tel )

— — 1
quecardK 2g — 2. 1\

~ysingular
-l >Spmgnt

En effet percons le torE? enn = cardK T + I

points ; cette variété ouverte se rétracte sur { U LLEdd-F-» singular

un bouquet der + 1 cercleé ,...,& 41, | !

ou les & 4,...,¢,-,; entourent chacun un

trou et quet ,, eté ., engendrent; (T2). 1

Le dernier trou noté o  est

homologiquement !

entourépafé ;] +....+ [&-1 |- On “FTH. 1T I

construit le revétement associé a Nt LL

I'nomomorphisme 7 (T 2\K) —— Z/ \k- Z

2Z qui envoie & 4,...,&,_4 sur 1 et qui

prend n'importe quelle valeur sur, et Figure 1. Voisinage tubulairé*

& .+1- Ainsi la compactification donne un

revétement ramifié en chaque point de _

K,p: Z—> T2 Découpons leg* , on obtient ung-variété
compacteM etH? induit sur le bord dé/

Soit ¢ un Anosov linéaire dg? qui est guatre composantes de Reeb plamés

I'identité surK et qui se reléve e surZ. j=1,...,4 qui sont deux a deux

Le feuilletage stable est transversalement paralléles. On rempladé€ par un voisinage

orientable et ses SingU|aritéS ont 4 branches. Ul muni d’un feui”etage obtenu en ouvrant

Doncy est pseudo-Anosov et le feuilletage i sujvanty, et recollant chaque feuille de

stable est défini comme un feuilletage Rij avec une feuille de la face opposée. Ce

mesuré par unel — f orme w, telle "y . L
r tl ingularisation.
qUe, , = Ayl € RA > 1), De procédeé est la désingularisatio

méme on &), w , = 1 1w, ol w, définit
le feuilletage instable dg.

En effet soitS I'ensemble singulier (fini)
commun aws etw, ; sur (Z — 5) X R,
les1-formes Atw + dt etd tw, + dt
définissent deux feuilletages non singuliers
H® et H* surV — S avecS =Uy; qui

Soit V le Z-fibré sur S de monodromie
pseudo-Anosow etw, etw, les -formes
fermées définissant respectivement le

. ) : ont méme classe d’Euler que la fibration.
feuilletage stable et le feuilletage instable Le voisinagel: de chague -est remplacé
dey et le coefficient de dilatation dg. 9 qQue P

- . l . -
Passons a la suspension du feuilletage par un voisinage* muni du 'feunletage
V? (6 = s,u) comme dans la figurg.

stable et du feuilletage instable ¢le

Sur ¥ x I, on considéere la 1-forme
N, =215ty + dt, aveco = s ou
o = uete(o)1sic = set—1sio = u.
La 1 —forme 2 , définit un feuilletageH ?
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Figure 2.Voisinage tubulaireW?, V)

Le feuilletage? s’étend en un feuilletage
transversalement affiné’ surV de méme
classe d'Euler que la fibration. Nous
appelons ces feuilletages les feuilletages
modeles (positifs) de V. Il est aussi
possible de construire des modeles
(négatifs) sulV de classe d’Euler opposée a
celle de la fibration.

En effet considérons une fibr& de la
fibration © en position optimale par rapport
au feuilletageF? (c’est a dire transverse au
feuilletage sauf en un nombre fini de points
qui sont des singularités de type selld a
branches). L’orientation transverse du
feuilletageF? est donnée par I'orientation
positive des formes? , . On dira qu’une
singularités est positive si I'orientation du
fibré tangentTF? de F est la méme que
celle de I'espace tangent a la fibre £et

négative si elles sont opposées. Donc les

singularités sont soit toutes positives ou
toutes négatives. D’aprgg si toutes les
singularités sont positives alors les deux

classes sont les mémes et OpposeEs sINoN niversel

sur les feuilletages transversalement

On rappelle qu'un feuilletageF de
codimensionl transversalement orientable
sur une variétéM est transversalement
affine s'il existe un coupléw, w,) del — f
ormes Vvérifiant :

- dw w A w;j.

- dw,=0

— le feuilletageF est défini paw.

Un feuilletage ¥ de codimension 1
transversalement orientable sur une varété
M est transversalement projectif s’il existe
un triplet (w,w;,w,) de 1 — f ormes
vérifiant :

-—dw = 201N W

—dwi= 0w N w,

—dw, = 2w, N wq

— le feuilletageF est défini parw

Soient F un feuilletage transversalement
affine sur un fibré pseudo-AnosoV et
p: V- Vle revétement universel d&
alors d’apres le théoréme de développement
d’'un feuilletage transversalement
homogéne (voir [4]) il existe une
représentation

p:m(V) - AffTR(ouAff*R est le
groupe affine préservant I'orientation de la
droite réelle) et une submersién: V - R
appelée application développante telles
que :

— le feuilletagep*Fest défini par la
submersiorD ;

— D est équivariante par rapporp&’est-
a-dire queD(yx) = p(y)D(x) avec
yem((V)etx eV,

Soient F un feuilletage transversalement
projectif surV etp : V — V le revétement
de V. Alors, comme

Les modeles que nous avons construits ont pracedemment, il existe une représentation

tous des singularités positives, et donc ont p:m,(V) - PSL(2,R)

méme classe d’Euler que la fibration. .

3.1.1 Feuilletages transversalement
affines et feuilletages transversalement
projectifs

submersion
application

une

D:V — S!appelée

développante telles que :

- 1) Le feuilletagep*F est défini par la
submersiorD ;
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- 2) D est équivariante par rappompa

i.e D(yx) = p(y)D(x) avec
yeEm,(V)etx € V.

3.2 Classification

L’'un des premiers résultats de classification
de feuilletage sur les fibrés pseudo-Anosov
est le théoreme de Nakayanfaoir[2])
suivant :

Théoreme 2[2] Soit ¥ une surface fermée
orienté de genrg > letmr: M - St un

X —fibré pseudo-Anosov. On suppose que
la matrice de monodromie posséde deux
valeurs propresi et 1/1 avec des sous-

espaces propres associés de dimension 1,

oul > 1 est le coefficient de dilatation de
M. Soit F un feuilletage transversalement
affine de codimension 1 sans feuille
compacte vérifianty(T F) +x(T ) ;
x(T F) et x(T m) désignent respectivement
les classes d’Euler dB etr. Alors il existe
un revétement fini dE qui estC® —isotope

a un feuilletage suspension d'un

a
diffomorphisme pseudo-Anosov.

H. Dathe a montré le résultat suivant sur un
fibré pseudo-Anosov particulier noté;

dont la monodromiep est obtenue par
revétement ramifié :

Théoréme 3 [3] Les feuilletages modeles
sur V; n‘admettent pas de perturbation
transversalement projective non affine.

Il déduit de ceci le corollaire suivant :

Corollaire 1. [3] Tout feuilletage
transversalement  projectif  sur V;
suffisamment proche d'un modele est

conjugué a ce modele.
Il pose enfin la question suivante :

Question :

[3] Tout feuilletage transversalement
projectif sans feuille compacte et ayant »
méme classe d’Euler gu'un modéle sur
V,; est-il conjugué a ce modele ?

Dans le théoréeme suivant on répond
partiellement a cette question dans le cas
beaucoup plus général des fibrés pseudo-
Anosov vérifiant les hypothéses du

théoreme de Nakayama et sous certaines
restrictions sur le groupe d’holonomie

globale.

Théoréme 4. Soient Vun fibré pseudo-

Anosov et F un feuilletage

transversalement projectif sans feuillet
compacte surV dans la méme classe
d’Euler que la fibration et dont le groupe
d’holonomie globale ne contient aucun
sous-groupe libre non abélien.

On suppose que la matrice de monodromie
possede des valeurs propres reellkeset

1/ avec des sous-espaces propres associes
de dimension 1, o > 1 est le coefficient

de dilatation deM. Alors le feuilletageF

est, a un revétement fini pré&° —isotope

a l'un des modeles.

3.3 Démonstration du théoreme 4
3.3.1 Classification des homographies de
Sl

SoitA = (‘C‘ Z

etg: x - % I'application deS* dans
St correspondante. Alors :

) € PSL(Z.R)

- Si|trA| > 2,pest conjuguée dans
PSL(2,R) a une homothétid(x) = 12%x
ou A est une valeur propre dé, l'autre
valeur propre étant/A, dans ce cag fixe
deux points deS? et est dit hyperbolique.

- Si|trA| = 2 alors¢ est conjuguée dans
PSL(2,R) a une translatiort ,(x) = x +

a oua € R, dans ce cas fixe un seul
point deS? et est dit parabolique.

- Si|trA| < 2 alors¢ est conjuguée dans
N . cosOx—sin 6

PSL(2,R)a une rotationry = Sinéxrcos6

0 €]0,2r[, dans ce cag ne fixe aucun

point du cercle et est dit elliptique.
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3.3.2 Décomposition d’lwasawa de

PSL(2,R)

On désigne parSL(2,R)le groupe des
matrices a coefficients réels de déterminant
1 et PSL(2,R) = SL(2,R)/{+Id}.
SL(2,R) admet la décomposition
d’lwasawa suivante :

. __ ((cos8 —sinf
Si nous rz)osonsK—{(Sine 00 )}
_ (T 1 x
A= {(0 1/r> r> O} et {(0 1)} alors
SL(2,R) = KAN est la décomposition
d’'lwasawa de SL(2,R). Nous pouvons
donc déduire qu'a e pres avece =
+1 que PSL(2,R) admet la méme
décomposition que
SL(2,R) i.e PSL(2,R) = KAN.
la

Nous commencgons démontrer

proposition suivante :

par

Proposition 1 Soit F un feuilletage
transversalement projectif sans feuille
compacte sur une variété compakte

Soient p: w,(V)—-> PSL(2,R) le
morphisme d’holonomie globale dg et
I' = p(my (V)) le groupe d’holonomie
globaleF. Si I' ne contient aucun sous-
groupe libre non abélien alorsFest
transversalement affine.

Pour la preuve de la proposition nous avons
besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.[6] Si I' est un sous-groupe
de PSL(2,R) qui ne contient aucun sous-
groupe libre non abélien alors on a l'une
trois situations suivantes :

1) I est conjugué dans PSL (R) a un
sous-groupe du groupe de rotations
S0(2).

r est constitué d’éléments
hyperboliques ayant le méme ensemble

2)

de points fixes et des éléments
elliptigues laissant cet ensemble
invariant.

sur les feuilletages transversalement

3) I est conjugué dan®SL(2,R) a un
sous-groupe  du groupe  affine
Afft R = Stab(x).

Nous utiliserons les résultats suivants pour
montrer cette proposition :

Lemme 1.[7] Soit H un sous-groupe
résoluble dePSL(2,R ), alors :

a) H est conjugué a un sous-groupe a un

parametre deK de AN = Af f* (R)
0 1

ou de N(A) = (4, (_1 O)) le

normalisateur de A dam&SL(2, R ).

b) Si H est discret non trivial alors il est
isomorphe aZ/nZ ou Z X Z/27Z et est
alors conjugué a un sous-groupe He
A, N ouN(4).

Lemme 2. [8] Un sous-groupe I'de
PSL(2,7Z) qui n'est pas résoluble contient
un sous-groupe libre non abélien.

Preuve de la proposition 2

Soit I' un sous-groupe deSL(2,R) qui ne
contient aucun sous-groupe libre non
abélien.

Alors I' est résoluble d’aprés le lemn2e

Or on sait d’apres le lemnie qu'un sous-
groupe résoluble dBSL(2, R) est conjugué

a un sous groupe dé, deAff* (R) ou a

un sous-groupe de N(A). Notons querlsi
est abélien alors il ne contient pas de sous-
groupe libre non abélien. Or tout sous-
groupe abélien de PSL[R) est conjugué a
un sous-groupe de K,A ou N et donc a un
sous-groupe de SO(2) ou a un sous-groupe
de Aff*(R). On a donc montré le 1) et le
3) de la proposition. Pour la suite nous
avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3. [8] Soit ¢ = PSL(2,R) et
g,h € G- {1} tels gu’ils n’aient aucun
point fixe en commun sus!. Alors le
groupel’ engendré palg et h contient un
sous-groupe libre non abélien sauf les deux
cas exceptionnels suivants :

Sig? =h? = 1,
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Si un élément disong? = 1 quandh est holonomie sur une variété compacte peut
hyperbolique, et quang échange les deux étre défini par une :

points fixes dé surS?*. 3 . L
1 —forme fermée sans singularité. Il est

Dans ces cad est le groupe diedral infini ~ donc transversalement affine.

et donc est résoluble. 2. Si ' est constitué déléments
' - hyperboligues ayant méme ensemble de

Suite de la preuve de la proposition 2 points fixes et d'éléments elliptiques

Le groupe, N(A4) = (4, (_01 é)) est laissant cet ensemble invariant alors

. iz . L s 'ensemble
engendré par des éléments conjugués a des

— 1 —
éléments hyperboliques et du générateur g K ={xeS ly(x)=xy € Iyld}est

fini et constitué de deux éléments qui sont

0 1 . . N 1z ; . L1z
:(_1 0) qui est conjugué a un élément les points fixes communs aux éléments

elliptique et vérifie g2 = 1. Donc on peut ~ hyperboliques. Et dong o D ~'(K) est
trouver un élément hyperboliquetel que une réunion de feunlgs compactes. En plus
g change les points fixes de Dans ce cas €€t ensemble contient la réunion des

le sous-groupe d&¥(4) engendré pak et g feuilles ayant de I'holonomie et comme le
ne contient aucun sous-groupe libre non feuilletage est sans feuille compacte alors
abélien daprés le deuxieme cas Cet ensemble est vide. Le feuilletage est

exceptionnel du lemme précédent. Ce sous- dolnc' sans h'olonom|e et comme
groupe est constitué d’éléments Précédemment il est transversalement
hyperboliques ayant le méme ensemble de affine.

points fixes et déléments elliptiques , , o
laissant cet ensemble invariant, ce qui 3- S! [ €st conjugue a un sous-groupe du

prouve). groupe affine alorsFest un feuilletage
transversalement affine. En effet d’aprés
Preuve de la proposition 1 [6] il existe une famille discretéL,} de

Le feuilletage F étant transversalement feuilles fermées dand telles que dans
projectif alors, sip: V - V est le chaque composantd de V —uU ,L,, le

revétement universel de, il existe une feuilletage F /Uest transversalement
représentatiop : 7 ,(V) - PSL(2,R) et affine. Comme le feuilletage est sans feuille
une submersio® : V — Sl'telles queD compacte, il est transversalement affine sur

Soit équivariante par rapport a et le V.m
feuilletagep*F est défini paD.
_ . Preuve du théoreme 4
1. SiT est conjugué a un sous-groupe du spjt F un feuilletage transversalement

groupe de rotations alofsest abelien etle  projectif surV sans feuille compacte et de
feuilletage est sans holonomie. En effefsi  mgme classe d'Euler que la fibration.

est une feuille du feuilletag® et L une Soient p:m (V) -

feuille dep*F dansp™ (F) etx € S* le PSL(2, R) représentation d’holonomie
point D(L), alors le groupe d’holonomie globale du feuilletage F et I =
de la feuille F est conjugué a un sous- ,(z,(V))le groupe d’holonomie globale.
groupe du groupe de stabilité dedans I'". Il est évident que sI" ne contient aucun
Comme les rotations n'admettent pas de sous-groupe libre non abelien alors il est
points fixes sur S'alors l'ensemble transversalement affine  daprés la
K={xS'y(x)=x,y€ Iy = Id}des propositionl. Et d’aprés le théorénia un
points deS* dont le groupe de stabilité est revatement fini prés il e€t® —isotope & un
non trivial est vide. Donc toutes les feuilles  feuilletage modele.

sont sans holonomie. D’'aprés CHfiji un -

feuilletage transversalement projectif sans
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sur les Feuilletages de lie

SUR LES FEUILLETAGES DE LIE
HOMOGENES

Hamidou DATHE: Ameth NDIAYE'

Résumé

We give here some examples of solvable Lie folregtivith some interesting properties on
compact manifolds. We give some classifying resatid exotic examples.

Résumé

On construit des exemples de feuilletages de Lig Bogroupe transverse est résoluble avec
guelques propriétés particulieres sur des variétgspactes. On donne des théoremes de
classification en petite dimension et quelques gtesnexotiques.

Mots clés variété, compacte, feuilletages, Lie, homogeasolubles.

1 Introduction

Soit V une variété compacte connexeGet
un groupe de Lie (simplement connexe). Un
G-feuilletage de Lie d¥ est la donnée d'un
ensembleF de couple J; f) , ouU est un
ouvert deV et f:U - G une submersion,
ayant les propriétés suivantes i) (es
ouvertsU recouvrend ; (ii) pour tout U; f)

et \W; h) dansF , il existeg dansG tel que,
pour toutx € U n W, on aitf(x) = h(x)g. En
particulier, les surfaces de niveaux des
submersionsf, pour {; f) dans F, se
recollent pour former un feuilletage de.

et satisfaisant a cette relation définit un
feuilletage de Lie. En particulier I'espace
F(G,V)des G-feuilletage de Lie deV
s’identifie a un sous ensemble de l'espace
des sectionsT*V®G qui est localement
fermé pour la topologie de la convergence
uniforme ; on le muni de la topologie
induite par celle-ci.

Soit V le revétement universel de, F le
feuilletage relevé d'us-feuilletageF etw
la 1-forme associée. Fixons un point de
V et un relevéx, de x,, et notonsI' le

Pour éviter les ambiguités, on supposera en groupe fondamental d¥ en x, , qui agit

outre queF est maximal au sens suivant : si
U est un ouvert deV et f:U - G une
submersion, si, pour tout\(; h) dansZ, il
existeg dansG avecf = h.gsurU n W, on
a(Ufe F.

Soit V. muni d'un tel feuilletage. Soi§
'algebre de Lie de7, identifiée a I'algebre

naturellement sui’ . Il existe alors une
submersiomD: V —» G avecD(x,) = eet un
morphismeh:T — G tels quew = dD et
que, pour touk dansVet pour touty dans
I, on ait D(y.x) =D(x).h(y)"!. Les
autres couples)(; h’) associés aux autres
de points bases sont de la forme—
(D(x)g,g *h(x)g) olig est un élément de

des champs de vecteurs invariants a droite G, On dit queD est la développante de et

droite de G. Soientx un point deV et
(U,f)dans F tel que x € U. Notons
w, =df, ET,V®G : il ne dépend que de
x. La 1-forme a coefficient dang ainsi
définie  vérifie dw+§[w, wl=0 (ou

[w,w] est la 2-forme définie par
[w, wl(w,v) = [wy (W), wy(v)], X €
V,u,v eT,V). Réciproquement, une

section du fibréT*V®gG partout surjective

h son morphisme d'holonomie.
Réciproguement, la donnée d'un coupide (
h) ou D est une submersion dedansG et

h un morphisme dd' dansG ayant les
propriétés ci-dessus définit bien uB-
feuilletage de Lie dé&/, Le groupel’ étant
de type fini, I'ensemble des
homomorphismes de dansG posséde une
topologie localement compacte naturelle.
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L'application qui associe a un feuilletage
son holonomie en et continue pour cette
topologie.

Ces notions et ces résultats sont dus
principalement & E.Fedida. Le lecteur en
trouvera un exposeé détaillé dans le livre de
P.Molino. Une large classe de feuilletages
de Lie est donnée par le principe général
suivant énoncé par E.Ghys dans [1] : Etant
donnés un groupe déd, T' un réseau
cocompact dél et p: H - G un morphisme
surjectif, les orbites du noyau de dans
H/T  forment naturellement un G-
feuilletage de Lie de cette variété dont le
morphisme d'holonomie est la restriction de
¢ aTl. Nous dirons qu'un tel feuilletage est
un G- feuilletage de Lie homogéene. D'autre
part, si M et V sont deux variétés
compactesF un G-feuilletage de Lie suv

et f:V - Mune application différentiable
transverse & ; les images réciproques des
feuilles de F définissent un nouvea(-
feuilletage de LieF’ surV . On dit queF’

est une image inverse d& dans ce cas le
groupe d'holonomie deF’ est un sous
groupe de celui d€. La question a lagquelle

On sait dapres Haefliger que les

feuilletages de Lie nilpotents sur des

variétés compactes sont tous images
inverses de feuilletages de Lie homogénes
(voir [1]). Ce résultat de Haefliger a été

étendu par Matsumoto pour les feuilletages
de Lie des variétés de dimension 4 dont le
groupe transverse est le groupe afftaa

de R. Associant les résultats de Ghys,

Haefliger et Matsumoto, on peut énoncer le

Théoréme 2.1Tout feuilletage de Lie de
codimension 2 sur une variété den < 4
est 1image inverse d'un feuilletage
homogene.

Preuve

Soit Fun feuilletage de Lie de groupe
transverseG de codimension 2 sur une
variété dedim < 4. Le groupe transverse
(supposé simplement connexe) est soit
isomorphe &R? ou au groupe affinGA de

R. On distingue alors deux cas :

Si le groupe transversg estR? alorsG est
nilpotent et d’apres HaefligeF est image
inverse d'un feuilletage homogene (voir

[1]).

on s'intéresse est la suivante : Est-ce que les

feuilletages de Lie des variétés compactes Si le groupe transverse est le groupe affine
dont le groupe transverse est résoluble GA alors d'apres Matsumoto [4]F est
peuvent étre obtenus par le procédé ci- image inverse d'un feuilletage homogene
dessus ? Si la variété est de dimension  (voir [4]). m

assez grande, on sait (voir [3]) que la

réponse est négative. Ici on construit la Les groupes de Lie résolubles non

variété la plus petite dimension possible sur
laquelle on peut avoir un tel feuilletage. On
construit aussi des exemples qui montrent
que le groupe transverse n'est pas

nilpotents qui sont les plus "proches" des
groupes nilpotents sont ceux qui sont dits
completement résolubles. Rappelons la
définition suivante :

nécessairement complétement résoluble.

Définition 2.1 Un groupe de Lie résoluble

G d'algebre de Lig est dit completement

Dans cette section on construit des résoluble si tous les opérateurs linéaires

feuilletages de Lie résolubles non adjointsady (X € G) ne possedent que des

homogeénes sur des variétés de petite valeurs propres réelles.

dimension. Les groupes transverses que

nous considérons sont complétement Par exemple tout groupe de Lie nilpotent

résolubles ou non. Commencons par est completement résoluble. Si les groupes

rappeler le théoréme suivant qui résulte des transverses sont résolubles et non

travaux de Haefliger et de Matsumoto. complétement résolubles, le théoreme
suivant donne un exemple non homogeéne.

2- Feuilletages de Lie résolubles
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Théoréme 2.211 existe un feuilletage de
Lie (sur une variété compacte) non

sur les Feuilletages de lie

d’holonomie est la restrictiopoy a T.
L’application oy est équivariante, en effet
soity €T etX € H, posonsy(4) = (a,v)

homogene dont le groupe transverse estaveca € B etv € V ety(%) = (b,w) avec
résoluble mais non complétement résoluble. p e Aetw € V.On a:

Preuve
On désigne paN le groupe de Heisenberg

de dimension trois, c'est a dire le groupe des
matrices carrés unipotentes triangulaires

supérieures. Soff le réseau cocompact de
H=NxN formée des matrices a
coefficients entiers.

On noteGg ; le groupe de Lie dont l'algebre
de Lie est définie par
9sar = (R3, e1,€5,€3): [e1,€5] = ey —

es, le;,e;] =0,[e,es] =e, +1e3,1=>0

Il est clair queGg , est résoluble mais n'est
pas compléetement résoluble pous 0, en
effetad,, possede et-i parmi ses valeurs
propres puisque son polyndme
caractéristique est(a) = a(a? + 1).

La variéteH/T' peut étre munie d'ufig,-

feuilletage construit de la maniére suivante.

Le groupeGg, est le produit semi direct
d'un groupeA isomorphe aR, avec un
groupe V isomorphe aR?, le groupeA

agissant suv par un groupe a un parametre

non trivial de rotation. On not8 c 4 le

noyau de ce groupe a un parametre. Plus

~

précisément le groupérg, s'identifie a
A XV via un difféomorphisme. Donc un
élément desg o esto(a,v) ou(a,v)ed X V
avec la loi ¢@(t,v).(t,v') =+
t,v+r()v') ou r(t) est la rotation
d’angle 2nt. Comme ' n[H,H] est un
réseau d¢H, H] etH/[H, H] est isomorphe
a R* et la projectionp:H —» H/[H, H]
envoiel’ sur un réseau dR*. Il existe un
morphisme surjectif Y:H - AXV tel
quon aity(I') € BxV, AxV étant muni

de la structure de groupe produit direct.

Remarquons que sit€B, Gg, est
isomorphe au groupe produid x V
L'application poy est la développante d’'un
Gg,o-feuilletage de Lie sur la varieté/T" de

dimension 6 dont le morphisme

poY(A.X) = p(a+b,v+w)
= ¢(a,v).9(b,w)
= poyp(A). pop (%)

Ce feuilletage n’est pas homogéne puisque
poy n'est pas un homomorphisme de
groupe dgf dansGg,. m

Que se passe t-il maintenant si le groupe
transverse est complétement résoluble ?
Rappelons qu’'un groupe de Ligest dit
polycyclique s'il posséde une suite

de composition a quotients cycliques. i
est résoluble et est de type fini avec
Y1, -, ¥n COMmMe partie génératrice, aldrs
est polycycliqgue si et seulement si les
racines deg; sont des unités algébriques.
Les racines d'un élément d& sont les
valeurs propres de son adjoint. Une unité
algébrique est un nombre complexe non nul
qui est entier algébrique sur Z ainsi que son
inverse.

Dans [3], il est remarqué que les groupes
d'holonomie deg:-feuilletages homogenes
sur une variété compacte  sont
polycycliques.

Remarque 2.10n dit qu'un feuilletager

est classifiant au sens de Haefliger si le
revétement d'holonomie de chaque feuille
est contractile. Pour un feuilletage de Lie,
cela revient a dire que les feuilles elles
méme sont contractiles puisqu'elles sont
sans holonomie. Toujours d'apres Haefliger
si F est unG-feuilletage de Lie classifiant
sur une variété compacte, tout autre
feuilletage dont le groupe d'holonomie est
un sous-groupe de celui @feest une image
inverse deF.On a le théoreme suivant da a
Meigniez.

Théoreme 2.3([3]) Soit G un groupe de
Lie résoluble.I' un sous groupe dé de
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type fini. SiT contient un sous groupe a la Le groupe de LieG; est résoluble et
fois polycyclique et uniforme, alorB est contient T, = {(t,x,y) € G3/t,x,y € T}
groupe d'holonomie d'uf-feuilletage. comme réseau cocompact. Sbita valeur
propre deA qui est >1 etv un vecteur
Ainsi pour faire des feuilletages de Lie propre associé. L’homomorphisme
résoluble non homogene, il suffit de m:G3 - GA qui a(tx,y) - (A, p(x,y))
construire des sous-groupes uniformes de ou p(x,y) est la composante déx,y)

type fini non polycyclique mais qui  gyivant la direction dev: induit sur

contiennent des sous-groupes uniformes T3 = G3/T, un GA-feuiletage de Lie

polycyclique. C'est ce que fait Meigniez ,mogane noté. Le groupe d’holonomie
dans I'exemple suivant : de ce feuilletagéF est le sous-groupk de
GA engendré pail4,0) et (1,1). On va
déformerF :

On note dond =< (4,);(1,1) >. Soita’

un réel non nul qui n'est pas une unité
algébrique. On pose

Feuilletage de MeignieZvoir [3])

On considére dangA le sous-groupd’
engendré par - Ax etx > ux + 1,1 # 1,
u=+1,u1>0; 2 estune unité algébrique
de glegre 2 et u'n réel qui n'est pas unité =< (1,0);(1,1); (@,0) > le sous-
algébrique .I' n'est pas polycyclique car 2 "
possede des racines qui ne sont pas desgroup.e de.GA ’engendre par les eléments
unités algébriques. Mais contient le sous (4,0); (1,1); (2, 0) .
groupel’engendré pax —» Ax etx - x +
A-1Du—-1) qui est a la fois
polycyclique et uniforme donk est groupe
d'holonomie d'urGA-feuilletageF sur une
varieté compactel/™ de dimensionn.
Comme I' n'est pas polycycligue ce
feuilletage n'est image inverse d'aucun
feuilletage homogene.

Nous allons montrer qué”’ est groupe
d'holonomie d'un feuilletage de Lie sur une
variété a bord de dimension 5.

Soit § le sous-groupe dd’définie par
§ =<T,(a’,0)T'(a’,0)" >, § est engendré
par I' et son conjugué pafa’,0), il est
polycyclique et uniforme donE'est groupe
d’holonomie d’'un feuilletage de Li& de
groupe transverseGA. Pour obtenir la
variété support de&F, on procede comme
suit :

Dans l'exemple ci-dessus, on n'indique pas
la dimensiom de la variété mais d'apres la
preuve de 2.3, elle est assez grande mais

aussi d'apres le théoreme 21z 5. . _ i 1 8 8

Soit B la matrice 00 2 1] ¢t la
Théoréme 2.4 Il existe une variété 00 1 1
compacte de dimension 5 qui porte @A- variété Hi = R xz R* muni de la loi
feuilletage de Lie qui n'est image inverse (¢ x y zu).(¢,x',y',2z ') =
d'aucunGA-feuilletage de Lie homogene. (t +t,Bt(x,y,z,u) + (x’,y’,z’,u’)) et

Preuve IS le réseau des entiers d&. Muni de

. 201 . c
Soit 4 la matrlCG{1 1). Et posonsG; le cette loiH3 est un groupe de Lie résoluble.
groupe de Lie résoluble obtenu en Le morphisme ¢:Hg — GA qui a
considérant sulR® la loi de composition  (tx¥,z,u) > (A5p(x,y) + a'p(z,u)) ou

définie comme suit : p(x,y) est la composante dg,y) suivant
la direction deAd et p(z,u) celle de(z,u)
(t,x,v).(t",x'",y") suivant la méme direction, définit umA-
=(t+t,A(x",y") feuilletage homogeneF; sur la variété
+ (x,9)) Vg = H3/ T3 dont le groupe d’holonomie

ests.
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Puisque le feuilletag& est classifiant ef c § alors d’apres la remarque 2.1 il existe une
applicationf: G3 — Hj telle quef*Fy =F.

On agof = m olirr est le morphisme d’holonomie de

On peut par exemple pos@rG; — Hg qui a(t,x,y) - (t,x,y,0,0) .

On af est invariant par I'action d& x, Z? et deZ xz Z*, il induit alors un plongement
encore notéf de T3 —» Vy = Hy/ T3 tel quef*Fyz =F, ce feuilletage est transverse au
feuilletageF;; puisque en tout point deT; , on &l Vp = T7Kere + T f (T3).

On a doncW =V — u(f(T})), (ol u(f(Tj’)) est un petit voisinage ouvert tubulaire de

f(T2)), est une variété de dimension Scompacte a boirdpgue un GA-feuilletage F’
transverse au bord. Le morphisme d’holonopliele F' prolonge celui déF5. CommeV est
transversalement orientable ainsi qife le 0W deW est diff€omorphe &' x T} si bien que
m, W posséde un générateairde plus que celui dé;. En faitm,W =<T3,e > le groupe
engendré paF; ete. Le revétement universel d& estHy et I'application développante de
F' n'est rien d'autre que. Ainsi poury € m;0W différent dee, p'(y) = p(y) € T. Si on
posep(y) = (p,q), on ap'(e.y.e™") = p'(e).p(¥).(p'(e))™" = (p,aq), ce qui implique
que p'(e) = (a’,0). Ainsi le groupe d’holonomie d&’ estI” qui n'est pas polycyclique
puisquea’ n'est pas une unité algébrique et donc un tell&tage F' n'est image inverse
d’aucun feuilletage homogenm.
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