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EQUATION DE LAPLACE EN 2D: RESOLUTION
NUMERIQUE AVEC LA METHODE DES DIFFERENCES
FINIES EN UTILISANT LES BIBLIOTHEQUES DE
FORTRAN LAPACK ET BLAS
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WITH THE FINITE DIFFERENCE METHOD USING THE
FORTRAN LIBRARIES LAPACK AND BLAS
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Résumé

Cette étude traite I'équation de Laplace a deuxedsions. Cette derniére est résolue avec la métdede
différences finies, en utilisant les bibliothéquiess FORTRAN: LAPACK et BLAS. Un probléme de potehtst
résolu de maniére trés précise. Ce travail mohitéidation efficiente de ces outils trés efficageour la résolution
numérique d’équations différentielles.
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Abstract

This study handles the Laplace equation in two dsi@ns. The latter is solved with the finite diface method by
using the FORTRAN libraries: LAPACK and BLAS. A gatial problem was solved in a very precise manfieis
work shows the efficient use of these very effectools for solving numerically differential equats.
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1. INTRODUCTION

L'équation de Laplace a deux dimensit
présente un grand intérét pour la physic
les mathématiques, la chimie, l'ingéniel
etc. Une des techniques de résolu
numérique, pour cette équation différentie
est la méthode des différences finies (M.
Cette derniéere est 'une des méthodes les
utilisées en calcul numérique. Elle doit
succes a sa simplicité et a son applicab!

La résolution numeérique d'équatio
différentielles nécessite une transformai
du domaine de résolution (cont) en un
domaine discret. La discrétisation
I'équation permet d’obtenir un systél
d’équations linéaires. L’inversion de
matrice associée a ce systeme linéaire, pe
d’obtenir la solution [1] [2] [4]

Dans cette étude, un probleme de puits
potentiel est posé, avec des conditions

limites de type Dirichlet. Puis, sa soluti
analytique est donnée. Ensuite, ce probl
est résolu avec la méthode des différer
finies; en utilisant [I'approximation de
differences centrées. Par la suite,

bibliothéeques LAPACK (Linear Algebr
PACKage) et BLAS (Basic Linear Algeb
Subprograms) sont utilisées pour inverse
matrice correspondante. Enfin, la précisior
cette meéthode est donnée, avec
détermination de I'erreur relati

2. PROBLEME DE PUITS DE POTENTIEL
EN 2D

Nous considérons un probléme de puits
potentiel d(x, y) a deux dimensions avec ¢

conditions aux limites de premier orc
(Dirichlet) :

A® (x,y) =0 ; (xy)0]0,a[x]0,b]

®(0,y) = d(x,00=P(a,y)=0 1)
®(x,b) = g(x) = sin(gx)
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Ici, a etb sont deux constantes réel

Y glz) = sm(xg) = f(z,bl
b/—\
et O(z,y) — Dla,y) =
! deoo0 o~

Figure 1 : Puits de Potentiel en 2

La figure 1 représente le domaine
résolutionet les conditions aux limite

3. SOLUTION ANALYTIQUE

La solution analytique d’'un tel probléme
obtenue, en utilisant la méthode de sépar:
de Bernoulli. Cela ngent a écrire la fonctio
a deux variables®(x,y) sous forme de

produit de fonctions a une varia :
D(xy) =X(X) Y (y) -
En considérant les conditions aux limit

nous obtenons la formule exacte du pote
cherché:

sinh(7Y)

D(x,y) = sin(—)3F—=2— )
sinh(—)
a

Cette élégante fonction, donnée

'équation (2), est représentée dans la fi¢
2.
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Solution Exacte
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Figure 2 : Solution analytique

Nous pouvons remarquer que la symétrie
I'excitation g(x) se retrouve dans

potentiel. Ceci est en accord avec le print
de Curie.

4. SOLUTION NUMERIQUE AVEC LA
MDF

Pour notre domaine de résolul
Q= ]O,a[X]O,b[, nous chaissonsAxet Ay
comme étant respectivement les pas
discrétisation suivant les directiolx et y.
Les points discrets suivants sont consid
selon la directiorx [1] [2] [3] :

X =1LAX, i=0,1,2,..,N+1,; ou
Ax=—2
N+1

Ceci suppose que nous cherchons le pote
enN positions; .

Selon la directiory, nous avonM positions
discrétes :

y; =y, j=0,1,2,..,M +1; ol
b

Ay = n

YoV +1

y glzi) = fm(rz'g)
YM+
Ut -
0ij
I 7 N+l

Figure 3 : Discrétisation du Domait

La figure (3) illustre le maillage du domai
de résolution.
L’'excitation, aussi, est

g(x) - g(x)=g;.

discrétis :

L’approximation de la solution en un po
quelconque (x ) es: ®(x,y;)=®, ;. En
utilisant le développement de Taylor, suiv

la directionx, on obtier :
b, NCOD,
cD|+1,j :q:)l,j +% aXJ +7 ale +qAX2) @
et
0P . AR OP
D, =d ax] +— ax; +O(¢) (@)
Il résulte de la somme de (3) et :
azq)i,j ~ (Di—l,j _Z(Di,j +q)i+1,j 5)
x> AX?
Suivant la directioly , nous obtenor :
azq)i,j ~ q)i,j—1_2¢i,j +q)i,j+1 (6)

ay? Ay?

Considérant (5gt (6), 'équation de Laplac

devient :

cDi—l,j _2q)i,j +cDi+l,j +cDi,j—l_2cDi,j +cDi,j+1 =0 (7)
A s

Par la suite, nous allons nous restreindre

cas olM=N : Ax=Ay=A.
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L’équation (7) donne alors :

D, +P _4cDi,j+cDi,j—l+cDi,j+1=O )

= P41,

L’équation (8) correspond a un syste
d’équations linéaires qui peut étre mis sou
forme matricielle suivante :

Ad=b (9

Ou ® est un vecteur de dimensNxN
contenant les solutions cherct :

q)1,1
q)2,1

¢ = @0

L’équation (10) définit les composants

vecteud. Ainsi, pour un point discr
(X,Y;) , la solution approchee e®, ; ; et

correspond a I'elémen® ., du vecteur

P.

Dans I'équation (9)(A) est une matrice
N XN lignes etNxN colonnes. C’est un
matrice a bandes b&nd  matri),
pentadiagonale, symétrique et défi
négative, [5] [6].

La matrice (A) possede la forme suive :
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-4 1 0 ... 0D 1 D0 D Do D0

1 <4 1 0 ... DO b o ... 0D D

0t -4 1 0 ... D 1 0 D 0
oo 1t -4 1 0D ... D 1 DO D

1 0 D D —4 1 D1 D0

Dt 0o oD 1 <4 1 D b1

[ L N b -4 0 D 0
o0 0 oo ... 1 —4 1 I

o1 0 oD 1 —4 1

L0 0 D 1D il oD o 1 —4

Elle peut aussi étre représentée sous fc
d’'une matrice de blocs

T Iy 0 ... ... 0]
In D Iy 0 ... 0O
0 .

0
0 0 In D In
0 0 In D |

Ou (D) est une matrice tridiagonale d’ori
N, définie de la maniére suiva :

-4 i =
1, i-ij|l=1
0o, [i-j>1

(D) = (dij) =

(In) est la matrice unité d’ordre

Le vecteurb dans I'équation (9) est défini «(
la maniére suivante :
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[ b, 17 0 i System Vector). Cette sous-routine est
b, 0 appelée (Call) et les parametres (A)Belui
: sont transmis ; de méme que leur dimension.
: : A lissue de cet appel de la procédure
b 0 SGESV, la solution est obtenue.
— la solution approchée
b = = (11
bNX(N—l) 0
B n-1ys1 —sin (x717)
- N |
bNX(N—1)+N—1 =sin (Xy477) L
Bysen | —sin (Xy77) | i

Nous avons donc :

b = 0 , 1<isNx(N-1J I
-0 , NX(N-D)<i<NxN Figure 4 : Le Potentiel avec la MDF

L'équation (9) peut donc étre implémentée en L@ figure (4) représente le potentiel obtenu
FORTRAN. par la méthode des différences finies pour

N=50.

5. IMPLEMENTATION EN FORTRAN L . .
Nous nous sommes intéresses, alors, a

Nous avons effectivement implémenté l'erreur relative, &, définie de la maniere
|’équati0n matricielle en FORTRAN. La suivante , en tout pon’(lxI , yJ) [1] [6] :

solution de notre probléme de potentiel est
obtenue en inversant la matrice (A). Ensuite,

oo o exact _ qyMDF
la multiplication de la matrice inverse et du £ :|q’ i —® 'l|
~ . . . i exact,
vecteurbdonne la solution qui est enregistrée | i |
dans le vecteub . Cette erreur est calculée pour chaque point du

domaine de résolution et est représentée

Cette matrice inverse permettant d’obtenir la graphiquement dans la figure|(5)
solution est déterminée a l'aide des

bibliotheques LAPACK et BLAS. Ces

dernieres contiennent des sous-routines de

résolution de systéemes linéaires.

Elles permettent d'utiliser les méthodes de
Gauss, de factorisation LU, QR, etc. Elles
permettent également de déterminer des
valeurs et vecteurs propres [7].

Pour ce présent travail, nous avons utilisé la
sous-routine SGESV (Solveur General
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