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SUR LES FEUILLETAGES DE LIE
HOMOGENES

Hamidou DATHE *; Ameth NDIAYE

Résumé
We give here some examples of solvable Lie folregtivith some interesting properties on

compact manifolds. We give some classifying resatid exotic examples.

Résumé
On construit des exemples de feuilletages de Lig Bogroupe transverse est résoluble avec

guelques propriétés particulieres sur des variétgspactes. On donne des théoremes de
classification en petite dimension et quelques gtesnexotiques.
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1 Introduction

Soit V une variété compacte connexeGet
un groupe de Lie (simplement connexe). Un
G-feuilletage de Lie d¥ est la donnée d'un
ensembleF de couple J; f) , ouU est un
ouvert deV et f:U - G une submersion,
ayant les propriétés suivantes i) (es
ouvertsU recouvrend ; (ii) pour tout U; f)

et \W; h) dansF , il existeg dansG tel que,
pour toutx € U n W, on aitf(x) = h(x)g. En
particulier, les surfaces de niveaux des
submersionsf, pour {; f) dans F, se
recollent pour former un feuilletage de.

sur les feuilletages de lie homogénes

que, pour touk dansVet pour touty dans
I, on ait D(y.x) =D(x).h(y)"!. Les
autres couples(; h’) associés aux autres
de points bases sont de la forme—
(D(x)g,g *h(x)g) olig est un élément de
G. On dit queD est la développante deet
h son morphisme d'holonomie.
Réciproguement, la donnée d'un coufide (
h) ou D est une submersion dedansG et
h un morphisme dd' dansG ayant les
propriétés ci-dessus définit bien uB-
feuilletage de Lie d&/, Le groupel’ étant
de type fini, I'ensemble des

Pour éviter les ambiguités, on supposera en homomorphismes de dansG posséde une

outre queF est maximal au sens suivant : si
U est un ouvert deV et f:U - G une
submersion, si, pour tout\(; h) dansZ, il
existeg dansG avecf = h.gsurU n W, on
a(U,f)e F.

Soit V. muni d'un tel feuilletage. Soi§
'algebre de Lie de7, identifiée a l'algebre

topologie localement compacte naturelle.
L'application qui associe a un feuilletage
son holonomie en e&t, continue pour cette
topologie.

Ces notions et ces résultats sont dus
principalement & E.Fedida. Le lecteur en
trouvera un exposeé détaillé dans le livre de

des champs de vecteurs invariants a droite aP.Molino. Une large classe de feuilletages

droite de G. Soientx un point deV et
(U,f)dans F tel que x € U. Notons
w, =df, ET,V®G : il ne dépend que de
x. La 1-forme a coefficient dang ainsi
définie  vérifie dw+§[w, wl=0 (ou

[w,w] est la 2-forme définie par
[w, wlx(w, v) = [wy (W), we(v)], X €
V,u,v eT,V). Réciproquement, une

section du fibréT*V®¢G partout surjective
et satisfaisant a cette relation définit un
feuilletage de Lie. En particulier 'espace
F(G,V)des G-feuilletage de Lie deV

s’identifie a un sous ensemble de I'espace

des sectionsT*V®¢G qui est localement
fermé pour la topologie de la convergence
uniforme ; on le muni de la topologie
induite par celle-ci.

Soit V le revétement universel de, F le
feuilletage relevé d'us-feuilletageF etw
la 1-forme associée. Fixons un point de
V et un relevéx, de x,, et notonsl' le
groupe fondamental d€ en x, , qui agit
naturellement sui’ . Il existe alors une
submersioD: V —» G avecD(x,) = eet un
morphismeh:T — G tels quew = dD et
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de Lie est donnée par le principe général
suivant énoncé par E.Ghys dans [1] : Etant
donnés un groupe déd, T' un réseau
cocompact dél et p: H - G un morphisme
surjectif, les orbites du noyau de dans
H/T forment naturellement un G-
feuilletage de Lie de cette variété dont le
morphisme d'holonomie est la restriction de
@ arl. Nous dirons qu'un tel feuilletage est
un G- feuilletage de Lie homogéene. D'autre
part, si M et V sont deux variétés
compactesF un G-feuilletage de Lie suv

et f:V - Mune application différentiable
transverse & ; les images réciproques des
feuilles de F définissent un nouvea-
feuilletage de LieF’ surV . On dit queF’

est une image inverse d& dans ce cas le
groupe d'holonomie deF’ est un sous
groupe de celui d€. La question a laquelle
on s'intéresse est la suivante : Est-ce que les
feuilletages de Lie des variétés compactes
dont le groupe transverse est résoluble
peuvent étre obtenus par le procédé ci-
dessus ? Si la variété est de dimension
assez grande, on sait (voir [3]) que la
réponse est négative. Ici on construit la
variété la plus petite dimension possible sur
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laguelle on peut avoir un tel feuilletage. On complétement résolubles. Rappelons la
construit aussi des exemples qui montrent définition suivante :
que le groupe transverse n'est pas

nécessairement complétement résoluble. Définition 2.1 Un groupe de Lie résoluble
G d'algébre de Lig; est dit compléetement
2- Feuilletages de Lie résolubles résoluble si tous les opérateurs linéaires

Dans cette section on construit des adjointsady (X € G) ne possédent que des

feuilletages de Lie résolubles non valeurs propres réelles.

homogeénes sur des variétés de petite

dimension. Les groupes transverses que Par exemple tout groupe de Lie nilpotent

nous considérons sont complétement est complétement résoluble. Si les groupes

résolubles ou non. Commencons par transverses sont résolubles et non

rappeler le théoreme suivant qui résulte des complétement résolubles, le théoréme

travaux de Haefliger et de Matsumoto. suivant donne un exemple non homogeéne.

On sait daprés Haefliger que les Théoréme 2.21l existe un feuilletage de

feuilletages de Lie nilpotents sur des Lie (sur une variété compacte) non

variétés compactes sont tous images homogéne dont le groupe transverse est

inverses de feuilletages de Lie homogenes résoluble mais non complétement résoluble.

(voir [1]). Ce résultat de Haefliger a été

étendu par Matsumoto pour les feuilletages Preuve

de Lie des variétes de dimension 4 dont le On désigne paN le groupe de Heisenberg

groupe transverse est le groupe afftaa de dimension trois, c'est a dire le groupe des

de R. Associant les résultats de Ghys, matrices carrés unipotentes triangulaires

Haefliger et Matsumoto, on peut énoncer le supérieures. Soit le réseau cocompact de
H=NxN formée des matrices a

Théoréme 2.1Tout feuilletage de Lie de coefficients entiers.

codimension 2 sur une variété den < 4

est image inverse dun feuilletage On noteGg, le groupe de Lie dont l'algébre

homogene. de Lie est définie par
gS,A = (Rg, 61, 62, 33): [61, 62] == /161 -
Preuve es, [e, 2] =0,[e;,es] =e; +1es, A =0

tSOit Fun éeléilletagg de Lie ge groupe || est clair queGs,; est résoluble mais n'est
ransverse e codimension sur une \ ’
>Y ) pas completement résoluble pous 0, en

< e . )
variete d,edl.m < 4. Le groupe transverse .. effetad, posséde et-i parmi ses valeurs
(supposé simplement connexe) est soit 1 : N VoM
isomorphe &R? ou au groupe affinGA de propres —  puisque S0 ) polynome
R. On distingue alors deux cas : caractéristique est(a) = a(a” + 1).
Si le groupe transversg estR? alorsG est

nilpotent et d’aprés HaefligeF est image ]Ic_a _\|1a[|eteH/F r:eu_: detrT: munie d'utig,- .
inverse d'un feuilletage homogene (voir euilietage construit de la maniere suivante.

[1]). Le groupeGg, est le produit semi direct
d'un groupeA isomorphe aR, avec un
Si le groupe transverse est le groupe affine groupe V- isomorphe aR?, le groupeA

|mage inverse d'un feumetage homogéne non triVial de I‘Otation.‘ On not®& C\A |e
(voir [4]). m noyau de ce groupe & un paramétre. P"~

précisément le groupérg, s'identifie a
Les groupes de Lie résolubles non A XV via un difféomorphisme. Donc un
nilpotents qui sont les plus "proches" des élément deig, estp(a, v) ol(a,v)ed X V
groupes nilpotents sont ceux qui sont dits avec la loi @(t,v).o(t' v') =@(t+
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t,v+r()v’) ou r(t) est la rotation
d’angle 2nt. Comme ' n[H,H] est un
réseau d¢H, H] etH/[H, H] est isomorphe
a R* et la projectionp:H —» H/[H, H]
envoiel’ sur un réseau dR*. Il existe un
morphisme surjectif Y:H - AXV tel
quon aity(I') € B xV, AxV étant muni
de la structure de groupe produit direct.
Remarquons que sit€B, Gg, est
isomorphe au groupe produid x V
L’application oy est la développante d’'un
Gg,o-feuilletage de Lie sur la varieté/T" de
dimension 6 dont le morphisme
d’holonomie est la restrictiopoy a T.
L’application oy est équivariante, en effet
soity €T etX € H, posonsy(4) = (a,v)
aveca € B etv € V ety (%) = (b,w) avec
beAetweV.Ona:

poYp(L.X) =@p(a+b,v+w)
= ¢(a,v).9(b,w)
= @pop(1). poy (%)

Ce feuilletage n’est pas homogéne puisque
oy n'est pas un homomorphisme de
groupe dgf dansGg,. m

Que se passe t-il maintenant si le groupe
transverse est complétement résoluble ?
Rappelons gu'un groupe de Ligest dit
polycyclique s'il posséde une suite

de composition a quotients cycliques. @i
est résoluble et est de type fini avec
Y1, -, ¥n COMmMe partie génératrice, aldars
est polycyclique si et seulement si les
racines degy; sont des unités algébriques.
Les racines d'un élément d& sont les
valeurs propres de son adjoint. Une unité
algébrique est un nombre complexe non nul
qui est entier algébrique sur Z ainsi que son
inverse.

Dans [3], il est remarqué que les groupes
d'holonomie deg:-feuilletages homogenes
sur une variété compacte  sont
polycycliques.

Remarque 2.10n dit qu'un feuilletager

est classifiant au sens de Haefliger si le
revétement d'holonomie de chaque feuille
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sur les feuilletages de lie homogénes

est contractile. Pour un feuilletage de Lie,
cela revient a dire que les feuilles elles
méme sont contractiles puisqu'elles sont
sans holonomie. Toujours d'apres Haefliger
si F est unG-feuilletage de Lie classifiant
sur une variété compacte, tout autre
feuilletage dont le groupe d'holonomie est
un sous-groupe de celui @feest une image
inverse deF.On a le théoreme suivant da a
Meigniez.

Théoréeme 2.3([3]) Soit G un groupe de
Lie résoluble.I' un sous groupe dé de
type fini. SiT" contient un sous groupe a la
fois polycyclique et uniforme, alorB est
groupe d'holonomie d'uf-feuilletage.

Ainsi pour faire des feuilletages de Lie
résoluble non homogéne, il suffit de
construire des sous-groupes uniformes de
type fini non polycyclique mais qui
contiennent des sous-groupes uniformes
polycycliqgue. C'est ce que fait Meigniez
dans I'exemple suivant :

Feuilletage de MeignieZvoir [3])

On considére dangA le sous-groupd’
engendré par - Ax etx - ux + 1, 1 # 1,
u=+1,u1>0; 2 estune unité algébrique
de degré 2 et un réel qui n'est pas unité
algébrique .I' n'est pas polycyclique car
possede des racines qui ne sont pas des
unités algébriques. Mais contient le sous
groupel’engendré pax —» Ax etx —» x +
A=-D@-1) qui est a la fois
polycyclique et uniforme donk est groupe
d'holonomie d'urGA-feuilletageF sur une
variéeté compactel/™ de dimensionn.
Comme I' n'est pas polycyclique ce
feuilletage n'est image inverse d'aucun
feuilletage homogéne.

Dans I'exemple ci-dessus, on n'indique pas
la dimensiom de la variété mais d'apres la
preuve de 2.3, elle est assez grande mais
aussi d'apres le théoreme 211z 5.

Théoréeme 2.4 Il existe une variété
compacte de dimension 5 qui porte GA-
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feuilletage de Lie qui n'est image inverse (t+t',Bt(x,y,z,u) + (x',y’,z",u"))

d'aucunGA-feuilletage de Lie homogene.

Preuve

2 1 3
1 1). Et posonsG; le

groupe de Lie résoluble obtenu
considérant suiR3® la loi de composition
définie comme suit :

Soit A la matric

txy).t,x"y")
=(t+t, A (x,y")
+ (x,¥))

Le groupe de LieG; est résoluble et
contient T, = {(t,x,y) € G5/ t,x,y €T}
comme réseau cocompact. Sbita valeur
propre deA qui est >1 etv un vecteur
propre associe. L’homomorphisme
m:G; - GA qui a(t,x,y) - (A5 p(x,y))
ou p(x,y) est la composante déx,y)
suivant la direction dev; induit sur
T? = G3/T, un GA-feuilletage de Lie
homogene not&. Le groupe d’holonomie
de ce feuilletager est le sous-groupk de
GA engendré pail4,0) et (1,1). On va
déformerF :

On note dond =< (4,);(1,1) >. Soita’

un réel non nul qui n'est pas une unité

algébrique. On
I'=<(1,0);(1,1);(@,0) > le

pose
sous-

groupe deGA engendré par les éléments

(4,0);(1,1); (a’,0) .

Nous allons montrer qué’ est groupe

d'holonomie d'un feuilletage de Lie sur une

variété a bord de dimension 5.

Soit § le sous-groupe dd’définie par
§ =<T,(a’,0)T'(a’,0)" >, § est engendré
par I' et son conjugué pafa’,0), il est
polycyclique et uniforme donk'est groupe
d’holonomie d’'un feuilletage de Li& de
groupe transverseGA. Pour obtenir la
variété support de&F, on procede comme
suit :

et la

0 0
. ) 0 0
Soit B la matrice 2 1
1 1

1
1
0
0

SO N

variété Hy = R xz R* muni de la loi
(t,x,y,zuw.(t,x'y' z',u) =

en

et
I le réseau des entiers d&. Muni de
cette loiH3 est un groupe de Lie résoluble.
Le morphisme ¢:H3 ->GA qui a
(t,x,y,z,u) > (A, p(x,y) + a'p(z,u)) ou
p(x,y) est la composante dg,y) suivant
la direction deld et p(z,u) celle de(z,u)
suivant la méme direction, définit umA-
feuilletage homogeneFy sur la variété
Vg = H3/ T dont le groupe d’holonomie
estd.
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Puisque le feuilletag& est classifiant ef c § alors d’apres la remarque 2.1 il existe une
applicationf: G3 — Hj telle quef*Fy =F.

On agof = m olirr est le morphisme d’holonomie de

On peut par exemple pos@rG; — Hy qui a(t,x,y) - (t,x,y,0,0) .

On af est invariant par I'action d& x, Z? et deZ xp Z*, il induit alors un plongement
encore notéf de T3 —» Vy = Hy/ T3 tel quef*Fyz =F, ce feuilletage est transverse au
feuilletageF;; puisque en tout point deT; , on al' 7, Vp = T7Kere + T f (T3).

On a doncW =V — u(f(T3)), (ol u(f(Tj’)) est un petit voisinage ouvert tubulaire de

f(T2)), est une variété de dimension S5compacte a bordpgue un GA-feuilletage F’
transverse au bord. Le morphisme d’holonopliele F' prolonge celui déF5. CommeV est
transversalement orientable ainsi qife le 0W deW est diff€omorphe &' x T} si bien que
m,W posséde un générateairde plus que celui dé;. En faitm,W =< T3, e > le groupe
engendré paF; ete. Le revétement universel d& estHy et I'application développante de
F' n'est rien d'autre que. Ainsi poury € m;0W différent dee, p'(y) = p(y) € T. Si on
posep(y) = (p,q), on ap'(e.y.€™') = p'(e).p(¥). (p'(e))™" = (p,aq), ce qui implique
que p'(e) = (a’,0). Ainsi le groupe d’holonomie d&’ estI” qui n’est pas polycyclique
puisquea’ n'est pas une unité algébrique et donc un tell&tage F' n'est image inverse
d’aucun feuilletage homogenm.
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