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Abstract.
We classify transversely projective foliation withaompact leaf on pseudo-Anosov bundle

under some restrictions on the global holonomy grou

Résumé.

On décrit tous les feuilletages transversalemeaqjeptifs sans feuille compacte avec une
holonomie globale d’un certain type sur certaibhsés pseudo-Anosov.
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1. Introduction T3 =T?x1/(x,0) ~ (Y(x),1)

Soit ¥ un difffomorphisme d’Anosov du ou I = [0,1]. Cette variété est un fibré en
tore T? induit par une matricgd € tores sur le cercle appelé fibré Anosov.
SL(2,Z) avectrA > 2. E. Ghys et V.

Sergisecu (voir[1]) ont construit la3- 2.2 Feuilletages modeles suF;

variété obtenue par suspensionydet ont ~ La matrice A possede deux valeurs propres
classifié tous les feuilletages sans feuille A et%. Les feuilletages d&? par droites de
compacte de codimensionl et de

1 . . s
classeC” (r > 2). pentel et sont invariants par l'action de

Z? et induisent sur le toreT? deux
Considérons la surface ferméede genre  feuilletages invariants par. En suspendant
g = 2 et soit ¢ un difffomorphisme les deux feuilletages obtenus sur le tBre

pseudo-Anosov de. En suspendanp on on obtient sur T3 deux feuilletages
obtient une 3-variété V appelée fiboré  minimaux que nous appelons feuilletages
pseudo-Anosov. modeles.

2.3 Classification

E. Ghys et V. Sergiescu [1] ont classifié
tous les feuilletages sans feuille compacte
de codimension 1 et de clasSé(r > 2)
surT; . Leur résultat est le suivant :

Contrairement &3, il n’existe pas a notre
connaissance un théoreme de classification
compléte des feuilletages de codimension
sans feuille compacte sur . Il existe
plusieurs résultats partiels dans cette

direction. Par exemple H. Nakayama Théoreme 1.[1] Tout feuilletage sans

(voir[2]) a classifié a revétement pres tous feuille compacte de codimension 1 et
les feuilletages transversalement affins sans transversalement orientable de clas€é

feuille compacte dans la classe d’Euler de (- >2) sur un fibré hyperbolique

la fibration. orientable de genre 1 e6f~2 —conjugué a

] I'un des modeles.
H. Dathe(voir[3]) a montré que tous les

feuilletages transversalement projectifs 3. Feuilletages sans feuille compacte sur
suffisamment proches d'un modéle sont les fibré pseudo-Anosov
conjugués a ce modeéle. 3.1. Feuilletages modeéles

Soit Y une surface fermée de gemyre> 1
Dans cet article on classifie tous les etg: X —— X un diffeomorphisme.
feuilletages transversalement projectifs sans
feuille compacte sur V qui sont dans la Définition 1. Le difffomorphisme est dit
classe d’Euler de la fibration et sous pseudo-Anosov a 4 branches s'il existe
certaines restrictions sur le groupe deux feuilletagesFet F* sur X vérifiant

d’holonomie globale. les propriétés suivantes :
2. Feuilletages sans feuille compacte sur () F° et F* sont transversalement
T3 orientés et mesurésF® et F* sont
singuliers avec des singularités qui
2.1 Construction deT?3 sont des selles a quatre séparatrices,
Soit ¥ :T? — T? un diff@omorphisme ils ont le méme ensemble singulieet
d’Anosov du torel'? induit par une matrice transverses sur\K.
hyperbolique (i) Il existe une constantd > 1 telle
. que :

A(i.eA € SL(2,Z)ettrA > 2). 0.(F5, us) = (F5, /1—1MS)

:));r 'constrwt la3 —variété suspension dg 0. (F*, 1) = (F*, %)
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Les feuilletagesF* et F* sont appelés surV ayant un nombre fini de cercles de
respectivement le feuilletage stable et le contacty; v, ..., ¥, avec la fibration d&
feuilletage instable dep et 1 est le  sur S! . Chaque cercley; posséde un
coefficient dep. voisinage tubulairg/? feuilleté comme

Exemple 1 Toute surface orientable dans la figure.

ferméel de genrgg > 1 est I'espace total
d’'un revétement ramifié a deux feuillets sur

le toreT? avec un lieu de ramificatiok tel \ £ A - DN - -ysingatar
quecardK = 2g — 2. 1 ! P
\ \
En effet percons le torE? enn = cardK T + I
points ; cette variété ouverte se rétracte sur t Vo Lbdd-F-» ggﬁ :lﬂr

un bouquet dex + 1 cercle¢ 4,...,¢ 141,
ou les & 4,...,¢,-,; entourent chacun un
trou et quet ,, eté ., engendrent; (T2). 1
Le dernier trou noté o  est
homologiquement

7 J‘- - T e B )
entourepatf 1] + P + [67’1—1 ] On -r - -~ o ™~ 4 |
construit le revétement associé a +IMA L
I'homomorphisme 7 (T *\K) —> Z/ ~L [ L

2Z qui envoie & 4,...,&,_4 sur 1 et qui ,
prend n'importe quelle valeur sur, et Figure 1. Voisinage tubulairé’*
& .+1- Ainsi la compactification donne un

revétement ramifié en chaque point de _
K,p: X—— T2 Découpons le¥* , on obtient ung-varieté

compacteM etH? induit sur le bord dé/
Soit ¢ un Anosov linéaire dg? qui est guatre composantes de Reeb plamés
I'identité surK et qui se reléve e surZ. j=1,...,4 qui sont deux a deux
Le feuilletage stable est transversalement paralléles. On rempladé€ par un voisinage
orientable et ses singularités ont 4 branches. yi muni d’un feuilletage obtenu en ouvrant
Donc est pseudo-Anosov et le feuilletage i gyjvanty; et recollant chaque feuille de

stable est défini comme un feuilletage Rij avec une feuille de la face opposée. Ce

mesuré par unel — f orme w, telle "y . L
r tl ingularisation.
qUe, , = Ayl € RA > 1), De procédeé est la désingularisatio

méme on &), w , = 1 1w, ol w, définit

le feuilletage instable dep. En effet soitS I'ensemble singulier (fini)

commun aws etw, ; sur (Z — 5) X R,
les1-formes Atw ¢ + dt etd tw, + dt
définissent deux feuilletages non singuliers
H® et H* surV — S avecS =Uy; qui

Soit V le Z-fibré sur S de monodromie
pseudo-Anosow etw, etw, les -formes
fermées définissant respectivement le

. ) : ont méme classe d’Euler que la fibration.
feuilletage stable et le feuilletage instable Le voisinagel: de chague -est remplacé
dey et le coefficient de dilatation dg. 9 qQue P

- . l . -
Passons a la suspension du feuilletage par un voisinage* muni du 'feunletage
V? (6 = s,u) comme dans la figurg.

stable et du feuilletage instable ¢le

Sur ¥ x I, on considéere la 1-forme
N, =215ty + dt, aveco = s ou
o = uete(o)1sic = set—1sio = u.
La 1 —forme 2 , définit un feuilletageH ?
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Figure 2.Voisinage tubulaireW?, V)

Le feuilletage? s’étend en un feuilletage
transversalement affiné’ surV de méme
classe d'Euler que la fibration. Nous
appelons ces feuilletages les feuilletages
modeles (positifs) de V. Il est aussi
possible de construire des modeles
(négatifs) sulV de classe d’Euler opposée a
celle de la fibration.

En effet considérons une fibr& de la
fibration © en position optimale par rapport
au feuilletageF? (c’est a dire transverse au
feuilletage sauf en un nombre fini de points
qui sont des singularités de type selld a
branches). L’orientation transverse du
feuilletageF? est donnée par I'orientation
positive des formes? , . On dira qu’une
singularités est positive si I'orientation du
fibré tangentTF? de F est la méme que
celle de I'espace tangent a la fibre £et

négative si elles sont opposées. Donc les

singularités sont soit toutes positives ou
toutes négatives. D’aprgg si toutes les
singularités sont positives alors les deux

classes sont les mémes et OpposeEs sINoN niversel

Sur les Feuilletages transversalement Projectifs

On rappelle qu'un feuilletageF de
codimensionl transversalement orientable
sur une variétéM est transversalement
affine s'il existe un coupléw, w,) del — f
ormes Vvérifiant :

-dw = 0w AN wq.

- dw,=0

— le feuilletageF est défini paw.

Un feuilletage ¥ de codimension 1
transversalement orientable sur une varété
M est transversalement projectif s’il existe
un triplet (w,w;,w,) de 1 — f ormes
vérifiant :

-—dw = 201N W

—dwi= 0w N w,

—dw, = 2w, N wq

— le feuilletageF est défini parw

Soient F un feuilletage transversalement
affine sur un fibré pseudo-AnosoV et
p: V- Vle revétement universel d&
alors d’apres le théoréme de développement
d’'un feuilletage transversalement
homogéne (voir [4]) il existe une
représentation

p:m(V) - AffTR(ou Aff*R est le
groupe affine préservant I'orientation de la
droite réelle) et une submersién: V - R
appelée application développante telles
que :

— le feuilletagep*Fest défini par la
submersiorD ;

— D est équivariante par rapporp&’est-
a-dire queD(yx) = p(y)D(x) avec
yem((V)etx eV,

Soient F un feuilletage transversalement
projectif surV etp : V — V le revétement
de V. Alors, comme

Les modeles que nous avons construits ont pracedemment, il existe une représentation

tous des singularités positives, et donc ont p:m,(V) - PSL(2,R)

méme classe d’Euler que la fibration. .
3.1.1 Feuilletages transversalement

affines et feuilletages transversalement
projectifs

37
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- 2) D est équivariante par rappompa

i.e D(yx) = p(y)D(x) avec
yeEm,(V)etx € V.

3.2 Classification

L’'un des premiers résultats de classification
de feuilletage sur les fibrés pseudo-Anosov
est le théoreme de Nakayanfaoir[2])
suivant :

Théoreme 2[2] Soit ¥ une surface fermée
orienté de genrg > letmr: M - St un

X —fibré pseudo-Anosov. On suppose que
la matrice de monodromie posséde deux
valeurs propresi et 1/1 avec des sous-

espaces propres associés de dimension 1,

oul > 1 est le coefficient de dilatation de
M. Soit F un feuilletage transversalement
affine de codimension 1 sans feuille
compacte vérifianty(T F) +x(T ) ;
x(T F) et x(T m) désignent respectivement
les classes d’Euler dB etr. Alors il existe
un revétement fini dE qui estC® —isotope

a un feuilletage suspension d'un

a
diffomorphisme pseudo-Anosov.

H. Dathe a montré le résultat suivant sur un
fibré pseudo-Anosov particulier noté;

dont la monodromiep est obtenue par
revétement ramifié :

Théoréme 3 [3] Les feuilletages modeles
sur V; n‘admettent pas de perturbation
transversalement projective non affine.

Il déduit de ceci le corollaire suivant :

Corollaire 1. [3] Tout feuilletage
transversalement  projectif  sur V;
suffisamment proche d'un modele est

conjugué a ce modele.
Il pose enfin la question suivante :

Question :

[3] Tout feuilletage transversalement
projectif sans feuille compacte et ayant »
méme classe d’Euler gu'un modéle sur
V,; est-il conjugué a ce modele ?

Dans le théoréeme suivant on répond
partiellement a cette question dans le cas
beaucoup plus général des fibrés pseudo-
Anosov vérifiant les hypothéses du

théoreme de Nakayama et sous certaines
restrictions sur le groupe d’holonomie

globale.

Théoréme 4. Soient Vun fibré pseudo-

Anosov et F un feuilletage

transversalement projectif sans feuillet
compacte surV dans la méme classe
d’Euler que la fibration et dont le groupe
d’holonomie globale ne contient aucun
sous-groupe libre non abélien.

On suppose que la matrice de monodromie
possede des valeurs propres reellkeset

1/ avec des sous-espaces propres associes
de dimension 1, o > 1 est le coefficient

de dilatation deM. Alors le feuilletageF

est, a un revétement fini pré&° —isotope

a l'un des modeles.

3.3 Démonstration du théoreme 4
3.3.1 Classification des homographies de
Sl

SoitA = (‘C‘ Z

etg: x - % I'application deS* dans
St correspondante. Alors :

) € PSL(Z.R)

- Si|trA| > 2,¢pest conjuguée dans
PSL(2,R) a une homothétid(x) = 12%x
ou A est une valeur propre dé, l'autre
valeur propre étant/A, dans ce cag fixe
deux points deS? et est dit hyperbolique.

- Si|trA| = 2 alors¢e est conjuguée dans
PSL(2,R) a une translatiort ,(x) = x +

a oua € R, dans ce cas fixe un seul
point deS? et est dit parabolique.

- Si|trA| < 2 alors¢ est conjuguée dan

N . cosOx—sin 6
PSL(2,R)a une rotationry = Sinéxrcos6
0 €]0,2r[, dans ce cag ne fixe aucun
point du cercle et est dit elliptique.
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3.3.2 Décomposition d’lwasawa de

PSL(2,R)

On désigne parSL(2,R)le groupe des
matrices a coefficients réels de déterminant
1 et PSL(2,R) = SL(2,R)/{+Id}.
SL(2,R) admet la décomposition
d’lwasawa suivante :

. __ ((cos8 —sin@
Si nous rz)osonsK—{(Sine 050 )}
_ (T 1 x
A= {(0 1/r> r> O} et {(0 1)} alors
SL(2,R) = KANest la décomposition
d’'lwasawa de SL(2,R). Nous pouvons
donc déduire qu'a e pres avece =
+1 que PSL(2,R) admet la méme
décomposition que
SL(2,R) i.e PSL(2,R) = KAN.
la

Nous commencgons démontrer

proposition suivante :

par

Proposition 1 Soit F un feuilletage
transversalement projectif sans feuille
compacte sur une variété compakte

Soient p: w,(V)—-> PSL(2,R) le
morphisme d’holonomie globale dg et
I' = p(my (V)) le groupe d’holonomie
globaleF. Si I' ne contient aucun sous-
groupe libre non abélien alorsFest
transversalement affine.

Pour la preuve de la proposition nous avons
besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.[6] Si I' est un sous-groupe
de PSL(2,R) qui ne contient aucun sous-
groupe libre non abélien alors on a l'une
trois situations suivantes :

1) I est conjugué dans PSL (R) a un
sous-groupe du groupe de rotations
S0(2).

r est constitué d’éléments
hyperboliques ayant le méme ensemble

2)

de points fixes et des éléments
elliptigues laissant cet ensemble
invariant.
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3) I est conjugué dan®SL(2,R) a un
sous-groupe  du groupe  affine
Afft R = Stab(x).

Nous utiliserons les résultats suivants pour
montrer cette proposition :

Lemme 1.[7] Soit H un sous-groupe
résoluble dePSL(2,R ), alors :

a) H est conjugué a un sous-groupe a un

parametre deK de AN = Af f* (R)
0 1

ou de N(A) = (4, (_1 O)) le

normalisateur de A dam&SL(2, R ).

b) Si H est discret non trivial alors il est
isomorphe aZ/nZ ou Z %X Z/27Z et est
alors conjugué a un sous-groupe He
A, N ouN(4).

Lemme 2. [8] Un sous-groupe I'de
PSL(2,7Z) qui n'est pas résoluble contient
un sous-groupe libre non abélien.

Preuve de la proposition 2

Soit I' un sous-groupe deSL(2,R) qui ne
contient aucun sous-groupe libre non
abélien.

Alors I' est résoluble d’aprés le lemn2e

Or on sait d’apres le lemnie gqu'un sous-
groupe résoluble dBSL(2, R) est conjugué

a un sous groupe dé, deAff* (R) ou a

un sous-groupe de N(A). Notons querlsi
est abélien alors il ne contient pas de sous-
groupe libre non abélien. Or tout sous-
groupe abélien de PSL[R) est conjugué a
un sous-groupe de K,A ou N et donc a un
sous-groupe de SO(2) ou a un sous-groupe
de Aff*(R). On a donc montré le 1) et le
3) de la proposition. Pour la suite nous
avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3. [8] Soit ¢ = PSL(2,R) et
g,h € G- {1} tels gu’ils n’aient aucun
point fixe en commun sus!. Alors le
groupel’ engendré palg et h contient un
sous-groupe libre non abélien sauf les deux
cas exceptionnels suivants :

Sig? =h? = 1,
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Si un élément disong? = 1 quandh est holonomie sur une variété compacte peut
hyperbolique, et quang échange les deux étre défini par une :

points fixes dé surS?*. 3 . L
1 —forme fermée sans singularité. Il est

Dans ces cad est le groupe diedral infini ~ donc transversalement affine.

et donc est résoluble. 2. Si ' est constitué deéléments
' - hyperboligues ayant méme ensemble de
Suite de la preuve de la proposition 2 points fixes et d'éléments elliptiques
Le groupe, N(A) = (A,( 0 1)) est laissant cet ensemble invariant alors
-1 0 I'ensemble

engendré par des éléments conjugués a des

— 1 —
éléments hyperboliques et du générateur g K ={xeS ly(x)=xy € Iyld}est

fini et constitué de deux éléments qui sont

0 1 . . N 1z ; . L1z
:(_1 0) qui est conjugué a un élément les points fixes communs aux éléments

elliptique et vérifie g2 = 1. Donc on peut  hyperboliques. Et dong o D ~'(K) est
trouver un élément hyperboliquetel que une réunion de feunlgs compactes. En plus
g change les points fixes de Dans ce cas €€t ensemble contient la réunion des

le sous-groupe d&¥(4) engendré pak et g feuilles ayant de I'holonomie et comme le
ne contient aucun sous-groupe libre non feuilletage est sans feuille compacte alors
abélien daprés le deuxieme cas Cet ensemble est vide. Le feuilletage est

exceptionnel du lemme précédent. Ce sous- dolnc' sans h'olonom|e et comme
groupe est constitué d’éléments Précédemment il est transversalement
hyperboliques ayant le méme ensemble de affine.

points fixes et déléments elliptiques , , o
laissant cet ensemble invariant, ce qui 3- S! [ €st conjugue a un sous-groupe du

prouve). groupe affine alorsFest un feuilletage
transversalement affine. En effet d’aprés
Preuve de la proposition 1 [6] il existe une famille discretéL,} de

Le feuilletage F étant transversalement feuilles fermées dand telles que dans
projectif alors, sip: V - V est le chaque composantd de V —uU ,L,, le

revétement universel de, il existe une feuilletage F /Uest transversalement
représentatiop : 7 ,(V) - PSL(2,R) et affine. Comme le feuilletage est sans feuille
une submersio® : V — Sl'telles queD compacte, il est transversalement affine sur

Soit équivariante par rapport a et le V.m
feuilletagep*F est défini paD.
_ . Preuve du théoreme 4
1. SiT est conjugué a un sous-groupe du spjt F un feuilletage transversalement

groupe de rotations alofsest abelien etle  projectif surV sans feuille compacte et de
feuilletage est sans holonomie. En effefsi  mgme classe d'Euler que la fibration.

est une feuille du feuilletag® et L une Soient p:m (V) -

feuille dep*F dansp™ (F) etx € S* le PSL(2, R) représentation d’holonomie
point D(L), alors le groupe d’holonomie globale du feuilletage F et I =
de la feuille F est conjugué a un sous- ,(z,(V))le groupe d’holonomie globale.
groupe du groupe de stabilité dedans I". Il est évident que sI” ne contient aucun
Comme les rotations n‘admettent pas de sous-groupe libre non abelien alors il =<t
points fixes sur Stalors I'ensemble  transversalement affine d'aprés
K={xS'y(x)=x,y € Iy = Id}des propositionl. Et d’aprés le théorénia un
points deS* dont le groupe de stabilité est revatement fini prés il e€t® —isotope a ur
non trivial est vide. Donc toutes les feuilles  feuilletage modele.

sont sans holonomie. D’'aprés CHfiji un -

feuilletage transversalement projectif sans
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