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Sur le plongement des structures CR

On the embedding of CR structures
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Résumé

On étudie le problème de plongement des variétés CR strictement pseudoconvexes de dimension 3.
Comme application, on donne le nombre, à isotopie près, de structures CR strictement pseudoconvexes

plongeables sur certains �brés en tores sur le cercle.
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Abstract

We study the embedding problem of 3-dimensionnal strictly pseudoconvex CR manifold. For

application we give the number, up to isotopy, of strictly pseudoconvex embeddable CR structures

on some torus bundles over the circle.
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1 Introduction

On s'intéresse au problème de plongement des structures CR. Une structure CR de type (n, d) sur une
variété di�érentiable M , de dimension m, est un sous-�bré complexe T 10M , de rang n, du complexi�é
TM ⊗ C du �bré tangent à M tel que T 10M ∩ T 10M = 0 et que l'espace des sections de classe C∞ de
T 10M soit stable par crochet de Lie (d = m − 2n). Nous nous consacrons ici aux structure pseudoher-
mitiennes strictement pseudo-convexes qui sont des structures CR strictement pseudoconvexes de type
(n, 1). Soit (M,T 10M) une variété CR, existe-t-il un plongement lisse i : M −→ CN tel que les compo-
santes de i véri�ent les équations de Cauchy-Riemann tangentielles ? Cette question, appelée "problème
de plongement" a été posée par J. J. Kohn dans [17]. Dans [22], Nirenberg a montré qu'il existe des
variétés CR de dimension 3 non plongeables. De ce fait une importance particulière sera accordée aux
variétés CR strictement pseudoconvexes de dimension trois qui supportent des structures CR strictement
pseudo-convexes de type (1, 1), et avec des applications sur les �brés en tores sur le cercle.

2 Plongement des Structures CR

Soit M une variété di�érentiable orientable.

Dé�nition 2.1. Une structure CR sur M est aussi la donnée d'un sous-�bré réel HM de rang 2n de
TM muni d'une structure presque complexe Jb tel que :

[JbX,Y ] + [X,JbY ] ∈ Γ(M,HM) (1)

[JbX,JbY ]− [X,Y ] = Jb([JbX,Y ] + [X, JbY ]) (2)

pour tous X,Y ∈ Γ(M,HM). On dira alors que (HM,Jb) est une structure CR réelle sur M .
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Sur le plongement des structures CR

Soit (M,T 10M) une variété CR de type hypersurface (c'est à dire de type (n, 1)) ; et posons HM =
Re(T

10M ⊕ T 10M). Soit Jb : HM → HM , Jb(V + V ) = i(V − V ). D'après [14], (HM,Jb) est une
structure CR réelle sur M . Soit E = {α ∈ T ∗M : α(X) = 0,∀X ∈ Γ(M,HM)}. Puisque M est orientée
et que HM est orienté par Jb, alors E est un �bré en droite trivial. Ainsi il existe une section θ ∈ Γ(E)
globalement dé�nie qui ne s'annule nulle part.

Dé�nition 2.2. La section θ est appelée structure pseudo-hermitienne sur M et on a HM = ker θ.

Dé�nition 2.3 (Formes de Levi). Soit θ une structure pseudo-hermitienne sur M . On dé�nit la forme de
Levi Lθ de θ par Lθ(Z,W ) := −idθ(Z,W ), pour tous Z,W ∈ Γ(M,T 10M). On dé�nit Gθ sur Γ(M,HM)
par Gθ(X,Y ) := dθ(X, JbY ) = −θ[X, JbY ], pour tout X,Y ∈ Γ(M,HM). Gθ est la forme de Levi associée
à la structure CR réelle HM sur M .

Dé�nition 2.4. (M, θ) est dite variété pseudo-hermitiennes strictement pseudoconvexes si une des formes
Lθ et Gθ(X,Y ) est dé�nie positive.

Ces types de variétés portent une direction caractéristique T qui est transverse à HM = ker θ avec
θ(T ) = 1, ainsi qu'une métrique riemannienne gθ appelée métrique de Webster adaptée à T et à la
structure presque complexe Jb sur HM : gθ : TM = HM ⊕ RT → R avec : gθ = πHGθ + θ ⊗ θ, où
πH : TM = HM ⊕ RT → HM , la projection sur HM et πHGθ le tenseur de type (0, 2) dé�ni par
(πHGθ)(X,Y ) = Gθ(πHXπHY ), pour tout X,Y ∈ TM . Soit X une variété complexe de dimension com-
plexe N etM ⊂ X une sous-variété de dimension réellem. Posons T 10M = T 10X∩(TM⊗C) où T 10X est

le �bré tangent holomorphe à X. C'est-à-dire que localement T 10X est engendré par

{
∂

∂zj
; 1 ≤ j ≤ N

}
,

où (z1, . . . , zN ) sont des coordonnées complexes locales sur X. Posons HxM = TxM ∩ J(TxM) où J est
la structure complexe naturelle sur TxX. En générale la dimension complexe de T 10

x M dépend de x ∈M .
Cependant si dimC T

10
x = n est constante, alors (M,T 10M) est une variété CR de type (n, d = m− 2n).

Dé�nition 2.5. On appelle sous-variété CR de type (n, d) de X toute sous-variété di�érentiable M ,
dimM = 2n+ d, telle que dimC T

10
x M = n est constante pour tout x ∈M . Si de plus d = 2N −m, avec

m = dimM et N = dimX alors on dit que la sous-variété CR M de X est générique.

Exemple 2.1. Toute hypersurface réelle de CN est une sous-variété CR générique.

Dé�nition 2.6. Soient (M,T 10M) et (N,T 10N) deux variétés CR abstraites de types donnés. Une
application f : M → N est dite plongement CR si elle satisfait une des deux conditions suivantes :

� (dxf)(T 10
x M) ⊂ T 10

f(x)N , pour tout x ∈ M où dxf est l'extension C-linéaire à TxM ⊗R C de la
di�érentielle de f en x.

� (dxf)(HxM) ⊂ Hf(x)N et (dxf) ◦ (Jb,x) = (JNb,f(x)) ◦ (dxf) pour tout x ∈M .
Si f est un plongement (respectivement un C∞-di�eomorphisme), alors f est dite plongement CR (res-
pectivement isomorphisme CR). En particulier un plongement f : M → CN est CR si f∗(T 01M) est un

sous-�bré du �bré complexe engendré par les champs
∂

∂z̄1
, . . . ,

∂

∂z̄N
. Ceci équivaut à Zf = 0 pour tout

Z ∈ T 10M . Ces équations sont dites de Cauchy-Riemmann tangentielles et sont notées par ∂̄bf = 0.

Dé�nition 2.7. Soit (M,T10) une variété CR abstraite de type (n, d).

1. On dit que (M,T 10M) est CR plongée si M est une sous-variété CR de CN .
2. On dit que (M,T 10M) est plongeable s'il existe un plongement CR i : M → CN tel que (i(M), i∗(T

10M)
soit CR plongée.

3 Variétés pseudo-hermitiennes et variétés de contact

Dé�nition 3.1 ([6]). Une structure de contact (coorientée) sur une variété di�érentiableM de dimension
2n+1 est la donnée d'une distribution d'hyperplans D et d'une 1-forme η globalement dé�nie sur M avec
ker η = D et η ∧ (dη)n est une forme volume sur M .

Une variété de contact M est munie d'un champ de Reeb ξ qui est transverse à la distribution D,
d'un champ de tenseur ϕ de type (1, 1) sur M tel que ϕ2 = −I + η ⊗ ξ et d'une métrique riemannienne
g compatible avec D au sens où g = η ⊗ η + dη(ϕ·, ·).
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Dé�nition 3.2. Le quadruplet (φ, η, ξ, g) est appelé structure métrique de contact sur M .

Dé�nition 3.3. Une structure sasakienne sur une variété M est une structure métrique de contact qui
est normale au sens où la structure presque complexe J sur M × R, dé�nie par

J
(
X, f

d

dt

)
=
[
φX − fξ, η(X)

d

dt

]
(3)

est une structure complexe.

Dé�nition 3.4. Soit (M,ηM ) et (N, ηN ) deux variétés de contact. Un contactomorphisme de M vers N
est une application f telle que f∗ηM = ηN .

Dé�nition 3.5. On dit qu'une variété de contact (M,η) est holomorphiquement remplissable si elle est
contactomorphe au bord strictement pseudoconvexe d'une variété complexe compact X. Si X est de Stein,
(M,η) est dite Stein remplissable.

Remarque 3.1. Soit X une variété complexe strictement pseudoconvexe et f : X −→ R une fonction
d'exhaustion spsh. Si Xa est un niveau régulier de f , alors Xa est une hypersurface strictement pseu-
doconvexe de X et le sous-ensemble compact X≤a := {x ∈ X | f(x) ≤ a} est une variété complexe
compacte strictement pseudoconvexe à bord bX≤a = Xa. D'après [23], Proposition 2.4 le �bré tangent
complexe TXa ∪ J(TXa) de Xa est la distribution de contact d'une structure de contact naturellement
orientée sur Xa. Si X est de stein alors X≤a est dite variété de Stein compact à bord Xa.

Dé�nition 3.6 ([9]). Soit (M,D = ker(η)) une variété de contact.

1. Une variété W lisse est dite symplectique si elle est munie d'une 2-forme di�érentielle fermée et
non dégénérée ω appelée forme symplectique.

2. M est dite faiblement symplectiquement remplissable s'il existe une variété symplectique (W,ω) à
bord bW = M et ω|D > 0.

3. M est dite fortement symplectiquement remplissable s'il existe une variété symplectique (W,ω) à
bord bW = M et dη = ω|D.

Proposition 3.1. remplissage holomorphe ⇒ remplissage symplectique fort ⇒ Remplissage symplectique
faible.

Démonstration. Par dé�nition, remplissage symplectique fort =⇒ remplissage symplectique faible. Soit
(M,D) une variété de contact holomorphiquement remplissable. Alors M peut être réalisée comme bord
strictement pseudoconvexe d'une variété complexe compacte X. Donc il existe une fonction d'exhaustion
spsh f : X → R telle que M = Xa est un niveau régulier de f . Soit ωf = dαf avec αf = −dcf et

dc = i(∂ − ∂) où ∂ =
∑
j

∂

∂zj
et ∂ =

∑
j

∂

∂zj
. Alors ωf est une forme symplectique sur X et αf |M = 0

est une équation de D avec ici D = TM ∩ J(TM), où J est la structure complexe naturelle sur X. Donc
(X≤a, ωf ) est une variété symplectique à bord bX≤a = M . Ainsi (M,D) est fortement symplectiquement
remplissable.

Proposition 3.2 ([19]). Toute variété sasakienne est holomorphiquement remplissable.

Remarque 3.2. Soit maintenant (M, θ) une variété pseudo-hermitienne strictement pseudoconvexe, soit
T sa direction caractéristique, soit gθ sa métrique de Webster et soit Jb la structure complexe sur HM .
Etendons Jb sur TM par J2

b = −I + dθ ⊗ T . Alors d'après les dé�nitions 2.4 et 3.1 (Jb, θ, T, gθ) est une
structure métrique de contact surM . Cependant d'après Nicolaescu, [21, section 3.1], une variété métrique
de contact (M,φ, ξ, η, g) est CR si et seulement si la condition suivante est satisfaite : φNφ(X,Y ) = 0,
pour tout X,Y ∈ Γ(D) où Nφ est le tenseur de Nijenhuis de contact de M . Dans ce cas la variété CR
est strictement pseudoconvexe.

En dimension trois, on a le résultat de Blair suivant :

Proposition 3.3 ([1]). Toute variété métrique de contact de dimension trois est une variété CR stric-
tement pseudoconvexe. Ainsi, sur une variété de dimension 3, il existe une correspondance biunivoque
naturelle entre les structures CR strictement pseudoconvexes et les structures de contact.
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4 Plongement et remplissage des structures pseudohermitiennes

strictement pseudoconvexes

Dé�nition 4.1. Soit (M,T 10M) une variété CR (compacte) strictement pseudoconvexe de type hypersur-
face. On dit que M est une variété CR remplissable s'il existe une variété compacte complexe et connexe
X à bord strictement pseudoconvexe (M,T 10M). La variété X est alors appelée remplissage CR de M .

Proposition 4.1. Une variété CR M (compact) est remplissage si et seulement si elle est plongeable.

Démonstration. Soit M une variété CR (compact) est plongeable, alors d'après le théorème de Harvey-
Lawson ([15]), M est remplissable. Soit maintenant M une variété CR remplissable et soit X un rem-
plissage CR de M , * alors d'après [13], X peut être pris comme un espace de Stein à singularités isolée,
et d'après [10], il existe un plongement propre d'une vatiété de Stein de dimension n dans Cq où q est le
plus petit entier strictement supérieur à (3n+ 1)/2.

Proposition 4.2 ([3]). Toute variété CR strictement pseudoconvexe compact de type (n, 1) est plongeable
si n ≥ 2.

Pour des exemples de variétés CR non plongeables, on peut consulter [16] et [20]. Pour n = 1, on
a un exemple classique de H. Rossi [24] (voir aussi [5] et [11]) qui a montré qu'une petite perturbation
analytique réelle quelconque de la sphère de dimension 3 n'est pas plongeable.

Proposition 4.3. Si une variété CR strictement pseudoconvexe (M,Jb, T, θ, gθ) est remplissable, alors
la variété de contact (M, θ) (de distribution de contact HM) est holomorphiquement remplissable.

Démonstration. Soit (M,Jb, T, θ, gθ) une variété CR strictement pseudoconvexe remplissable. Il existe
une variété compacte complexe et connexe X dont la variété de contact (M, θ) est le bord strictement
pseudoconvexe de X. Donc (M, θ) est holomorphiquement remplissable.

En combinant les propositions 4.1 et 4.3 on obtient la proposition suivante.

Proposition 4.4. Si une variété CR (M,HM,Jb) strictement pseudoconvexe de type hypersurface est
plongeable alors la variété de contact (M,D = HM) est holomorphiquement remplissable.

D'après un travail récent d'Eliashberg, toute variété de dimension 3 a une in�nité de structures de
contact non équivalentes. La plupart de ces structures de contact ne supportent aucune structure CR
remplissable. En dimension trois on a le résultat suivant.

Proposition 4.5. Une structure CR de type (1, 1) est remplissable si et seulement si sa structure de
contact correspondante est holomorphiquement remplissable.

Démonstration. Soit M une variété CR remplissable de type (1, 1) et soit θ sa structure pseudoher-
mitienne. D'après la Proposition 4.3, la variété de contact (M, θ) est holomorphiquement remplissable.
Soit maintenant une variété de contact (M,η, ξ) de dimension 3, holomorphiquement remplissable. Soit
f un contactomorphisme de (M, θ, ξ) vers le bord bX strictement pseudoconvexe d'une variété com-
plexe compacte X. Soit (M, θ, T ) la variété pseudohermitienne strictement pseudoconvexe associée.
On a θ = η et T = ξ. f est aussi un CR-isomorphisme de (M, θ, T ) vers bX muni de la structure
CR associée à la structure de contact naturellle sur bX (voir 3.1). En e�et soient (HM,J1, T1) et
(HbX, J2, T2) les structures CR réelles sur M et sur bX. D'une part on a f∗HxM = Hf(x)bX, pour
tout x ∈ M . D'autre part df(J1(T1)) = 0 = J2(T2) = J2(df(T1)) et pour tout Z ∈ T 10M , on a
df(J1(Z+Z)) = df(i(z−Z)) = idf(Z)− idf(Z) et J2(df(Z+Z)) = J2(df(Z)+df(Z)) = idf(Z)− idf(Z) ;
par suite df ◦ J1 = J2 ◦ df. D'où (M, θ, T ) est une structure CR remplissable.

Le résultat principal de cette partie est la proposition suivante.

Proposition 4.6. Soit (M, θ, Jb, T ) une variété pseudohermitienne (compact) et strictement pseudocon-
vexe de dimension trois. Alors M est plongeable si et seulement si la variété de contact (M,η = θ, ξ = T )
qui lui correspond est holomorphiquement remplissable.

Démonstration. Il su�t de combiner la Proposition 4.1 et la Proposition 4.5.
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5 Applications aux �brés en tores sur le cercle

Considérons le tore réel T3 de dimension 3 muni du système de coordonnées (x, y, θ) ∈ [0, 1]× [0, 1]×
[0, 2π]. Soit la structure pseudo-hermitienne strictement pseudoconvexe sur T3 dé�nie par le sous-�bré
T 10T3 de TM ⊗C : T 10T3 = vect{∂x + cot(θ)∂y + i(∂x + cot(θ)∂y); ∂θ + i∂θ}. C'est la structure pseudo-
hermitienne strictement pseudoconvexe standard sur T3 dont la distribution de Levi est le sous-�bré HM
de TM dé�ni par :

HM = vect{∂x + cot(θ)∂y; ∂θ}. (4)

Le résultat suivant est la version CR du résultat de Eliashberg dans [9].

Théorème 5.1. unique structure CR plongeable sur T3 La structure CR standart T 10T3 sur T3 est
l'unique structure pseudo-hermitienne plongeable.

Démonstration. Soit ηn = cos(nθ)dx + sin(nθ)dy, n ∈ N \ {0} ; c'est la suite de formes de contact sur
T3 de distributions de contact Dn = vect{∂x + cot(nθ)∂y; ∂θ}. D'après [9, Corollaire 2.3], la structure de
contact D1 est l'unique qui soit holomorphiquement remplissable sur T3. Donc d'après la Proposition 4.6
sa structure CR qui lui est canoniquement associée est la seule qui soit plongeable et d'après la relation
(4) cette structure CR est exactement la structure CR standart sur T3.

Pour le cas des �brés T 3
A en tore sur le cercle, de matrice de monodromie A ∈ SL2(Z), le résultat de F.

Ding et H. Geiges dans [8] montre que pour la famille complète à di�éomorphisme près de structures de
contact Dn, n ∈ N, deux à deux non di�éomorphiques, il existe un entier à partir duquel les Dn ne sont
pas fortement symplectiquement remplissables, donc ne sont pas holomorphiquement remplissables. Ainsi
il est une question naturelle d'étudier l'existence de structure CR strictement pseudoconvexes plongeables
sur T 3

As. On a le théorème suivant.

Théorème 5.2 (Existence de Structure CR strictement pseudoconvexe plongeable sur T 3
A ou T 3

−A). Soit
T 3
A un �bré en tore T2 sur S1 à matrice de monodromie A ∈ SL2(Z). Alors on a au moins une des

conditions suivantes :
• T 3

A porte une structure CR strictement pseudoconvexe plongeable ;
• T 3
−A porte une structure CR strictement pseudoconvexe plongeable.

Démonstration. Soit T 3
A un �bré en tore T2 sur S1 à matrice de monodromie A ∈ SL2(Z). D'après

le théorème d'existence de structures de contacts holomorphiquement remplissables sur T 3
A de J. Van

Horn-Morris [26], qui est une version gén'erale de celui de Dathe et Khoulé ([7]), T 3
A ou T 3

−A porte une
structure de contact Stein remplissable. Puisqu'en dimension trois le remplissage Stein est équivalent au
remplissage holomorphe (voir [2]), donc on a le résultat grace à la Proposition 4.6

Soit maintenant A ∈ SL2(Z) avec |trace(A)| = 2. On a le résultat suivant de C. P. Boyer ([4]).

Proposition 5.1 ([18]). Soit M une variété orientée fermée de dimension trois qui porte une métrique à
courbure scalaire strictement positive. Soit FM l'espace des structures de contact symplectiquement rem-
plissables. Alors, |FM | ≤ |Tor(H1(M ;Z))|, où Tor(H1(M ;Z)) est le sous-groupe de torsion de H1(M ;Z)
et | · | désigne le cardinal.

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la Proposition 5.1 et de la Proposition 3.1.

Corollaire 5.1. SoitM une variété orientée fermée de dimension trois qui porte une métrique à courbure
scalaire strictement positive. Alors, HFM ≤ |Tor(H1(M ;Z))|, où HFM désigne le nombre de structures
de contact holomorphiquement remplissables sur M à isotopie près.

Considérons le groupe de Heisenberg Nil3 de dimension trois. On a la

Proposition 5.2 ([4]). SoitM une variété compacte de dimension 3 qui est di�éomorphique à un quotient
à gauche du groupe de Heisenberg Nil3 de dimension 3, alors l'unique structure Sasakienne qui descend
au quotient est la structure Sasakienne standart.

Proposition 5.3 ([12]). Les quotients à gauche du groupe de Heisenberg Nil3 sont exactement les �brés

T 2 sur S1 à monodromie A=

(
1 k
0 1

)
, où la projection de �bre est induite par l'application (x, y, t) 7→ y.

20



Sur le plongement des structures CR

Théorème 5.3 (Caractérisation des structures de contact holomorphiquement remplissables sur T 3
A

avec |trace(A)| = 2). Soit T 3
A un �bré T2 sur S1 à monodromie A ∈ SL2(Z) non périodique satisfaisant

|trace(A)|=2 et HF le nombre de structures de contact holomorphiquement remplissables sur T 3
A à isotopie

près. Alors on a 1 ≤ HF ≤ 3.

Démonstration. D'après la Proposition 5.3M est un quotient à gauche de Nil3. Selon P. Scott [25], Tout
quotient à gauche compact deNil3 est di�éomorphique à l'une des quotients de la formeNil3/Γk, k ∈ Z\0,
où le sous groupe discret Γk de Nil3 est le treillis engendré par les éléments (k, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) .
Selon [4], Γk est obtenu en restreignant les coordonnées (x,y,t) de Nil3 à prendre valeurs dans l'ensemble
des entiers divisibles par k et H1(M,Nil3/Γk) = Z2n+Zk. On a donc H1(M ;Z) = Z2+Zk, k = 1, 2, 3. Par
suite |Tor(H1(M ;Z))| ∈ {1, 2, 3}. Puisque M est une variété sasakienne alors d'après [1], M porte une
métrique à courbure scalaire positive. Alors d'après le corollaire 5.1, on a 0 ≤ HFM ≤ 3. En combinant
cela avec la Proposition 5.2, et la Proposition 3.2, on a 1 ≤ HFM ≤ 3.

La version CR de ce théorème est le théorème de caractérisation des structures CR strictement pseu-
doconvexes plongeables sur T 3

A avec |trace(A)| = 2. Il s'agit du théorème suivant.

Théorème 5.4. Soit T 3
A un �bré T2 sur S1 à monodromie A ∈ SL2(Z) non périodique satisfaisant

|trace(A)| = 2 et CRP le nombre de structures CR strictement pseudoconvexes plongeables sur T 3
A à

isotopie près. Alors on a 1 ≤ CRP ≤ 3.
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