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Formes Normales Symplectiques des Systémes Hamiltoniens
Completement Intégrables: Cas Hyperbolique

Symplectic Normal Forms of Completely Integrable Hamiltonian
Systems : Hyperbolic case

Hamidou DATHE* and Yatma MBODJIt

Résumé

Sur une variété symplectique (M,w) de dimension 2n, on considére un systéme hamiltonien comple-
tement intégrable de classe C°° a n degrés de liberté admettant une singularité de type hyperbolique.
On montre que la méthode d’Eliasson dans le cas d’une singularité elliptique peut étre textuellement
reprise pour obtenir une forme normale symplectique dans le cas d’une singularité hyperbolique.

Mots clés : variété symplectique, systéme hamiltonien complétement intégrable, singularité,
singularité hyperbolique.

Abstract

On a symplectic manifold (M,w) of dimension 2n, we consider a completely integrable Hamiltonian
system of class C'*° with n degrees of freedom having a singularity of hyperbolic type. We show that
the Eliasson method in the case of elliptic singularity may be word for word taken again to obtain a
symplectic normal form in the case of hyperbolic singularity.

Key words: symplectic manifold, completely integrable Hamiltonian system, singularity,
singularity of type hyperbolic.

1 Introduction

Dans ce travail nous nous intéressons a la géométrie des systémes hamiltoniens complétement intégrable
dans le cas C*°. Sur une variété symplectique (M?",w) de classe C°°, un systéme hamiltonien compléte-
ment intégrable est la donnée de n fonctions a valeurs réelles f1, ..., f,, de classe C*° en involution pour
le crochet de Poisson défini par la structure symplectique, et dont les différentielles sont presque partout
linéairement indépendantes. Un tel systéme définit une action hamiltonienne locale de R™ dans M?2",
d’application moment p : M?™ — R™ p s (fi(p),..., fn(p)) € R™ et dont les orbites sont génériquement
les fibres lagrangiennes p~1(c), ¢ € R™ qui définissent un feuilletage lagrangien singulier. La compléte
intégrabilité des systémes hamiltoniens est un probléme trés ancien. On sait d’aprés Joseph Liouville ([9])
que si p € M?" est un point régulier de pu, le systéme (fi, ..., f,) peut étre complété en un systéme de
coordonnées symplectiques (f1,..., fn,9g1,-..,9n) au voisinage de p.

Si maintenant p € M?" est une singularité non dégénérée de u, peut-on trouver un systéme de
coordonnées symplectiques dans lequel les fonctions hamiltoniennes (f;)1<;<, s’expriment simplement ?
Cette question a été considérée par plusieurs auteurs dont Eliasson qui, aprés avoir introduit la notion de
singularité non dégénérée, donne une description simple du systéme au voisinage d’une singularité non
dégénérée de type elliptique dans un systéme de coordonnées symplectiques (voir [7]) (forme normale
symplectique). Dans le méme ordre d’idées San Vu Ngoc et Christophe Wacheux, avec une méthode tout
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a fait différente (voir [15]) donnent une description explicite du systéme au voisinage d’une singularité
non dégénérée de type foyer-foyer en dimension quatre dans un systéme de coordonnées symplectiques.
Une autre démonstration de ce résultat de Ngoc et Wacheux a été donnée par Marc Chaperon de maniére
plus simple (voir [3]). Dans ce travail on montre qu’en présence d’une singularité non dégénérée de type
hyperbolique, la méthode d’Eliasson permet d’obtenir une forme normale symplectique du systéme.

2 Préliminaires

(M?",w) désigne une variété symplectique de dimension 2n, C°°(M?" R) I’algébre réel des fonctions
différentiables de classe C°, f1,..., fn € C°(M?*" R), f la sous-algébre de C>°(M?",R) engendrée par
le systéme {f1,..., fn}, et p € M?" une singularité non dégénérée de type hyperbolique.

Définition 2.1. Soit f € C°(M,R), on définit le champ de vecteurs hamiltonien associé a f comme
l'unique champ de vecteurs Xy satisfaisant ix w = —df.

Définition 2.2. Soient fi,..., f, € C°(M?*",R). Le systéme {f1,..., fn} est un systéme hamiltonien
complétement intégrable si les conditions suivantes sont satisfaites :

— {fi, i} = w(Xy, Xy,) =0, pour tout i, ;

— le systeme {df1 ...df,} est presque partout linéairement indépendant.

Nous allons a présent introduire la notion de singularité non dégénérée. Mais pour cela nous avons
besoin d’introduire la notion de sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple.

Définition 2.3. Une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple est une sous-algébre abé-
lienne mazimale égale & son centralisateur.

Définition 2.4. Soit (f1,..., fn) un systéme hamiltonien complétement intégrable d’application moment
W, p € M>" un point critique de rang zéro de p. On note par H(f;), 1 < i < n les formes quadratiques
définies sur (T,M>") par : pour tout u € (T,M), H(f;)(u) = d2fi(u,u), 1 < i < n. Le point p est une
singularité non dégénérée(ou de Morse) si l’algébre de Lie C,, engendré par le systéme {I(f1),...,H(fn)}
est une sous-algébre de Cartan de lalgébre des formes quadratiques Q(2n).

Le probléme de classification des singularités non dégénérées peut étre regardé en termes de sous-
algebres de Cartan de Q(2n). Les singularités non dégénérées sont trés bien comprises grace au résultat
de Williamson[17]. Rappelons ce résultat précis,

Théoréme 2.1 (Williamson [17]). Pour toute sous-algébre de Cartan C' de Q(2n) il existe un systéme de
coordonnées symplectiques (T1,...,Tn,Y1,---,Yn) dans R*" et une base {q1,...,q,} de C tel que chaque
q; est domné par les expressions suivantes :

— ¢ =2 +y?, 1 <i < ke (elliptique) ;

— qi = xyi, ke + 1 < i < ke + kh (hyperbolique) ;

— @i = TYip1 T Tig1Yi s Giv1 = Tl + Tiv1Yiv1, @ = ke +kh+2j+1, 1 < j < ky (focus-focus).

Le systéme linéaire donné par les fonctions ¢; est appelé le modéle linéaire de la singularité. Les fonc-
tions (¢;)1<i<n constituent une base standard de C. Le théoréme de Williamson[17] peut étre vu comme
le théoréme des formes normales donné dans l'introduction pour le modéle linéaire. Nous allons attaché
un triplet d’entiers naturels (ke; kh; kf) a la singularité non dégénérée p de p, o ke désigne le nombre
de composantes elliptiques dans le modéle linéaire, kh et kf le nombre de composantes hyperboliques et
foyer-foyer dans le modéle linéaire respectivement. En vertu du théoréme de Williamson[17] ce triplet est
un invariant du systéme linéaire. C’est la raison pour laquelle le triplet est appelé le type de Williamson
de la singularité p. Si le triplet (ke;kh;kf) est égale a (ke,0,0), on dit que p (resp. C},) est une singula-
rité (resp. une algébre de Cartan) non dégénérée de type elliptique. Si le triplet (ke; kh;kf) est égale a
(0, kh,0) respectivement & (0,0, kf), on dit que p (resp C},) est une singularité respectivement une sous-
algeébre de Cartan non dégénérée de type hyperbolique respectivement foyer-foyer. La sous-algébre de
Cartan hyperbolique définie par un systéme hamiltonien complétement intégrable de classe C'>° admet
des espaces vectoriels et ensembles singuliers.
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Définition 2.5. Soit (f1,..., fn), un systéme hamiltonien complétement intégrable sur une variété sym-
plectique (M*",w), p € M>*" une singularité hyperbolique, et Cy la sous-algébre de Cartan hyperbolique
de Q(2n) engendrée par le systéme {IH(f1),...,H(fn)}. On appelle espace singulier de rang r < n de C,,
Uensemble noté S,(C,,), défini par :

ST(OM) = {X S TPMQn ‘ rg(ixdf,qh . ,ixdiqn) < ’I“}
0% (q1,-..,qn) est une base standard de C,,.

Les espaces vectoriels singuliers de la sous-algébre de Cartan hyperbolique C,, vérifient la propriété
suivante.

Proposition 2.1. Les espaces singuliers de rang v < n de la sous-algébre de Cartan hyperbolique C,,
sont des sous-espaces vectoriels symplectiques de (T,M>",w,) de dimension 2r.

Démonstration. Soit (¢j = zjy;)j=1..n, une base standard de ¢ et X un élément de 7,M>". Nous avons
ixdgqj = (0,...,Y;,0,...,X;,0,...,0)%, ou, si u est un vecteur colonne, u’ désigne la transposée de
u; donc S.(C,) = {X = (X1,..., X0, Y1,...,Y,) € T,M*" | X, =Y, =0,i =1,...,(n— 1)}
Posons maintenant e; = (d;1,...,0in,0,...,0) et f; = (0,...,0,8;1,...,0i), i = 1,...,7. Le systéme
de vecteurs (e1,...,er, f1,... fr) est une base de S.(C,). Soit X € S,(C,) N S(C,). Alors X =
(X1,...,X,0,...,0,Y7,...,Y,,0,...,0) et X*J,X = 0. Autrement dit X7+ +X>+V?+---+Y2 = 0.
Par conséquent, X1 =--- =X, =Y, =--- =Y, =0. O

De la preuve ci-dessus découle les assertions suivantes :
- ST<CP«) = UlSTSl(CM)v
— S (Cu)=E1+---+E, ou E;={(Xy,....X,,)V1,...Y,) e L,M | X; =Y; =0,j #1i}

Définition 2.6. Soit (f1,..., fn) un systéme hamiltonien (C™°) complétement intégrable sur (M*",w),
et p € M?" une singularité hyperbolique. Soit f l’algébre de lie engendré par les fonctions hamiltoniennes
du systéme. On appelle ensemble singulier de rang r < n de (f1,..., fn) Uensemble noté S, (f), défini par

S.(f) = {z € M*" | rg(dfi,...,dufn) < 7T}

Les ensembles singuliers d’un systéme hamiltonien complétement intégrable vérifient les propriétés sui-
vantes.

— Si une fonction hamiltonienne h commute avec I’algébre (f), alors son flot hamiltonien préserve les

ensembles singulier S,.(f).

— Si N est une sous-variété de dimension 2r, préservée par le systéme alors N C S,.(f).
Dans la section qui suit on présente le lemme de Morse pour la singularité hyperbolique. Le probléme de
division sur les espaces singuliers, et la construction des variétés singuliéres s’avérent étre les difficultés
essentielles dans la preuve du lemme de Morse pour les systémes hamiltoniens complétement intégrables
(Cas de la singularité hyperbolique). Ainsi nous commencerons & étudier le probléme de division et la
construction des variétés singuliéres avant de faire la preuve du lemme de Morse pour la singularité
hyperbolique.

3 Le Lemme de Morse pour les systémes intégrables cas hyper-
bolique

v Probléme de division

Soit R?" munie du systéme de coordonnées canoniques z = (Z1,...,%n,Y1,---,Yn), €t S0it ¢; = x;y; et
Ei={(®1, ., @Tny Y1, Yn) ER*™ | 2; =y,; =0,i # j} pour i = 1,...,n et soit S, = S,(g), r < n. Soit
. s 0 I . s - -

J la matrice définie par J = ( ; O" , et soit (,) la métrique euclidienne sur R?". Désignons par

—4in n

O(i),i=1,...,n 'ensemble des germes f d’application différentiables de classe C> sur (R?",0) tel que
J |E+ — 0.

Lemme 3.1. Soit X un germe de champ de vecteurs de classe C* sur (R*",0) tel que (X, dg;) = 0 pour
tout i, alors il existe d’uniques germes c1,. .., c, de fonction de classe C™ tel que X =" | ¢;Jdg;
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Démonstration. 1l suffit de faire la preuve pour n = 1. Comme (X(x,y),dq(z,y)) = yX1 + X2 = 0,

alors X1+y ,3);1 +$8X2 =0ety a);l _’_xaxg + X2 = 0. Donc X; = —yagil _yaé)fnl _xaé’;z,
0X 00X

Posons ¢; = (yal - 82) Il est facile de voir que c¢; est une germe C*° de fonction et de plus
T oy Y

X = cleql. O]

Lemme 3.2. Soient Fy, ..., F,, des sous-espace vectoriels de Sy, (f1,..., fm) m-germes de fonctions de

classe C*° définies respectivement sur (F;,0), et ¢; des germes de difféomorphismes de classe C*° sur
(F;,0). On suppose que f; = f; sur F; N F; Y i, j, alors il existe un germe f de fonction différentiable de
classe C> sur (R*",0) tel que fir, = fi- On suppose aussi que ¢; = ¢; sur ;N F; V 1,7, alors il existe
un germe ¢ de fonction différentiable de classe C* sur (R?",0) tel que O 1F, = Pi-

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur m. Si m = 1, alors le résultat est vrai. Si
m = 2 on définit f(z) = fi(7g). I est claire que fip, = fi. Puisque F, = Fy N Fy + F> N Fi-, alors
fir, = furing = fo

Supposons que le résultat est vrai au rang (m—1). Montrons que le résultat est vrai au rang m. D’aprés ce
qui précéde il existe un germe C°° de fonction g sur (R?",0) tel que gip, = fipour tout i =1,...,m—1.
Les germes de fonction g et f,, vérifient les hypothéses du lemme 3.2, donc il existe un germe C'*° de
fonction f sur (R??,0) tel que fir,=9i=1,. —1let fip, = fm. Comme g, = f;, alors fip, = fi,
1 =1,...,m. La construction de ¢ est completement analogue. O

Lemme 3.3. Soient fi,..., fn, des germes de fonctions de classe C> sur (R*",0) qui sont identiquement
nuls sur Sy,—1. Soit B = (b;;) une germe de matrice d’ordre nxn non dégénérée de classe C> sur (R*",0).

Alors il existe n-germes de fonctions de classe C™ sur (R?",0) tel que f; = Zbijgj et g; € O(j), pour

j=1
tout 1 <1 <n, 1 <5< n.

Démonstration. Pour tout sous-espace vectoriel E de S,,, E = Fy+- - -+ F,, on désigne par D¥ 'ensemble
des germes C*° de fonctions sur (R?",0) vérifiant Jip+ =0, pour tout i < n. Si f est identiquement nulle

sur S;,_1, alors elle se décompose de maniére non unique comme suit : f = ZE<S fE, f¥ € D¥. En

fait, considérons E un sous-espace vectoriel de S,, et posons fF = foigomg. Soit X € F. Comme
XJe; =X, =0et XJfry; = X440, alors X € S,,_1. D’ou Ff‘ C S,_1. Et puisque f est identiquement
nul sur S,_1, alors f est identiquement nul sur F;* pour tout i < n — 1; ce qui signifie que f¥ € DF.
Soit E et E’ deux sous-espaces vectoriel de S, telsque E# FE'.Ona ENE' CS,_1ou ENE CE,, et

foigng = 0. Donc <f - Z fE> = 0 sur S,,. Ainsi le probléme peut étre réduit au cas ot chaque f;
E<Sy,

appartient & un certain ensemble D, E = F|+- - -+ F,,. Puisque la matrice B est non dégénérée, I’équation

(f1y---sfn) = (g1,-..,9n)B*, détermine g1, ..., g, de maniére unique. Par construction, g; € O(¢) pour

tout ¢ =1,...,n. O]

Proposition 3.1. Soient X1,...,X, des germes de champs de vecteurs de classe C* sur (R*",0) de
partie linéaire respectives Z?:l a;;dg;, 7 < n. Supposons que la matrice A = (a;;)1<i j<n €st non dégéné-
rée, et que Xy,...,X,, ont un rang plus petit que m sur S,, pour tout m. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) Il existe des germes de champs de vecteurs Y1, ...,Y, de classe C™ sur (R*",0) et des germes bj;
de fonctions de classe C*° sur (R?",0) tel que b;;(0) = aj; et Y; = dg; + O*(z) et Y; € O(2),

i < n et tel que X; = ijiYi, j < n. En particulier X1,...,X,, ont un rang plus petit que m
i=1
uniquement sur Sy,, m < (n —1).

(2) Si Z est un germe de champs de vecteurs de classe C>° sur (R*0) tel que Z, X1, ..., X, soient
linéairement dépendants, alors il existe d’uniques germes ci,...,c, de fonctions de classe C™ tels

que Z =31 ¢ X ;

10
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(3) Si Z est un germe de champs de vecteurs de classe C*° sur (R?",0) tel que (Z, X;) = 0 pour tout

i, alors il existe d’uniques germes ci,...,c, de fonctions de classe C* et un germe C de matrice
n

de classe C™ tels que C(0) =J et Z = ZCiCsz
i=1

Démonstration. Supposons que (1) est vrai. Montrons que (2) et (3) sont vrai. On peut supposer dans la
preuve de (2) comme celle (3) que X; =Y, pour tout i. Posons

Y/ = e+ 02(2), Y/ = f; + OX(2).

On peut écrire Y; = Y/y; + Y/ z;, et définir la matrice M par M = (Y{,....Y,. Y/, ....Y,”). Comme
M~'Y; = dg; pour tout i, et M(0) = I, alors le systéme (M ~1Z,dqi, ..., dq,) est linéairement dépendant.
Donc dgf JM~1Z = (JM~1Z, dq;) = 0 pour tout i. Par le Lemme 3.1, il existe d’uniques germes cy, ..., ¢,

de fonction de classe C* sur (R?",0) tel que JM~1Z = ZCin% Autrement dit Z = Zcin-. Pour
i=1 1=1

la preuve de (3), on a comme (Z, X;) = (Z, Mdq;) et (Z,Mdq) =)M*Z,dg;), alors ((M*)Z,dg;) = 0.

n

D’aprés le Lemme 3.1, il existe d’unique germes C*° ¢y, ..., ¢, sur (R?" 0) tel que M*Z = Zcinqi;
i=1

n
autrement dit Z = ZciC’Xi avec C = (M~1)*JM~1L.
i=1
Supposons que (2) est vrai. Montrons que (1) est vrai. Soit X un germe de champ de vecteurs de classe
C* sur (R?",0) vérifiant les hypothéses de la proposition 3.1. Désignons par X1!,..., X" Y1 .. y"
les composantes de X. Comme X est de rang plus petit que m sur S,,, pour tout m < n, alors
d’aprés le lemme 3.3 il existe un germe de matrice B = (b;j)1<i<n,i<j<2n tel que X = (a1,...,a,)B.

n n
Donc X = (Z a;biy + a1y1 — a1y1, ..., Zaibign + apTy, — anZy). Posons g; = (301, aibi; — ajy;) et
i=1 i=1
hj = (31, aibij — ajxj), pour j < n. Alors f = (g1,...,Gn,h1,..., hy) € O*(2) et X =37 | a;dg; + f.
Supposons que (1) est vrai pour tout (n— 1)-uplet de germes de champs de vecteurs sur (R?",0) vérifiant
les hypothéses de la proposition3.1. Soient (X7, ..., X,,) n-germes C°° de champ de vecteurs sur (R?",0)
vérifiant les hypothéses de la proposition 3.1. La matrice A = (a;;), 1 <i<mn et 1 <j <n étant non
dégénérée, alors la sous-matrice

A" = (aij)1<i<n—1,1<j<n est non dégénérée. Puisque le systéme (X7,..., X,,) a un rang plus petit que m
sur Sy, alors d’aprés 'hypothése de récurrence, il existe un germe C*° de matrice B = (bij)1<i<(n—1),1<j<n
tel que B(0) = A" et X; = >, b;;Y;, j < (n— 1). Soit maintenant E un sous-espace vectoriel de S,_1,

alors d’aprés (2) il existe d’unique germes ¢, ... cZ_ tel que
_ E _ E
XnE = E ¢ Xyp = E ;Y-
1<i<n—1 1<i<n

Soient E et E’ deux sous-espace vectoriel de S,,_1. En vertu de Punicité, df = d?l sur ENE’. D’aprés le
lemme 3.2 il existe un ensemble unique de germe C> dy, ..., d,—1 sur (R*",0) tel que d;j 5 = cF pour tout
sous-espace vectoriel E de S,,_; et X,, = >, d;Y;. Donc X;, = (X, = >, ,-,, di¥;) =0sur S,_;. En
appliquant le Lemme 3.3 aux composantes du champ )/(\m on obtient le résultat. Pour la derniére partie
de (1), on considére le systéme de vecteurs (M ~1X1,..., M~1X,) ot M est la matrice définie ci- dessus.
le rang du systéme est plus petit que m sur S,, si et seulement si m < (n—1). Et comme M est inversible
alors le systéme de vecteurs (Xi,...,X,) est de rang plus petit que m sur S,, quesim < (n—1). O

Lemme 3.4. Soient V1, ..., Vy des sous-espaces vectoriels de S,,, et soit N1, ..., Ny des germes de sous-
variétés de classe C™ tels que ToN; = V;. Alors il existe un difféomorphisme de classe C>
¢ : (R, 0) — (R?",0), Dp(0) = I tel que ¢(V;) = N;, pour tout i

Démonstration. Supposons que N; N N; = V; N'V; pour tout 4,5, N; = V; pour tout ¢ > 2. La sous-

variété N peut étre définie par Ny := zp = ¥(2g),%(0) = 0, Dy(0) = Id ot E = Vi, F = Vi et ¢ une
application différentiable de classe C*°. Puisque Ny NV; = ENV;, pour tout ¢ > 2, alors ¢(zg) = 0 pour

11
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zp € ENV;. Posons maintenant ¢(z) = (zg, zr + ¢ (2g)). Alors ¢(V1) = N1 et ¢y, = Id pour i < 2. En
procédant par récurrence on montre le résultat général. O

v'Variété singuliére

Proposition 3.2. S, _;(f), est l'unique sous-variété de dimension 2(n — 1) de classe C™ préservé par
les champs hamiltoniens Xy,, i < n tel que T,S,_1(f) = Sp_1. De plus il existe un difféomorphisme
¢ (T,M,0) — (M, p), DH(0) = I, de classe C*= tel que ¢~ (S,—1(f)) = Sp_1(C,.).

Démonstration. Comme le probléme est local ; nous pouvons identifier (M, p) avec (T, M, 0). Cependant
nous ne pouvons pas identifier w et w,. T, M est donc muni d’une structure symplectique linéaire (wp)
et d’une structure symplectique non linéaire (w).Sur (7, M, w,) on introduit un certain systéme de coor-
données symplectiques z = (z,y) avec en méme temps la métrique euclidienne correspondante (,). On
peut supposer que df)fi = df,qi, i <mn.Soit E=S5,_1 et F=FE+=E,. Chaque forme quadratique df)fi
se décompose comme suit : d2 f; = d fi|p + d7, fi| . En fait pour tout u,v € E; d3 fi(u,v) = 0. Observons
que S, est préservé par le systéme pour m < n — 2. Considérons la fonction hamiltonienne f€ définie
par :

ff=afi+ -+ en1fo1+ fn (1)

n
En linéarisant le champ hamiltonien X¢ = X< en p; on obtient : 7 X = Z einp Xy (p)+0?(2). Puisque

=1
n—1
A3 fi = d3gi, i < m, et que X} (p) = Jpdy f; alors mpX© = Z eimpJydg; + 0% (2) et
=1
<de7X6>:Z€Z{fjafz}:07]gn (2)

i=1

Maintenant considérons ’équation 7z X ¢ = 0. Comme diqu est non singulier et que X}i (0) = Jdgfi, alors
(T X)(0)p =21 € (mrX},)|F est non singulier. De plus comme X<(0) = 0, alors d’aprés le théoreme
des fonctions implicites il existe une application différentiable de classe C™ ¢ : (E,0) — (F,0) tel que
mrX(zg,¢°(2r)) = 0, ¢¢(0) = 0. Considérons maintenant I’ensemble N€ : zp = ¢°(2g),2zr € (E,0)
le graphe de lapplication différentiable ¢¢. N€¢ est une variété différentiable de dimension 2(n — 1) de
classe C*° contenant le point p. Puisque 7p X¢(2g, ¢¢(2g)) = 0, alors (7p X (2, ¢°(2r)))(0)" = 0. Ce qui
implique que 7#(X)'(0)(2g,0) + mp X (0, (¢)'(0)(2g)) = 0. Comme 7p(X)' (0) = Y7, e;mpJd f;, et
&2 f;1p = 0; alors mp(X)'(0)(2E, 0) = O; autrement dit 7x(X¢)’(0)(0, (¢¢)'(0)(zg)) = 0. d2 f;|p étant non
singulier, alors (¢¢)'(0) = 0. Par conséquent,

T,N“=E. (3)

Comme S, est préservé par le systéme fi, ..., f, pour m < n—2. Donc 7pX¢ = 0sur S, _o. Dot ¢¢ =0
sur S,,_o et

Sno=N°NE. (4)

pour e suffisamment petit. Le fait que S, est préservé pour m < (n — 2) entraine également que

X¢,..., Xy, a un rang inférieur ou égale & m sur S,, pour tout m < (k — 2). Cela est également

vrai pour les deux systémes (df1,...,dfn—1), TEdf1,...,TEdfn_1. D’aprés (4) cela est aussi vrai pour le

systéme mgdf; 0 ¢S, ..., Tpdf,_100¢°, ou ¢¢ désigne lapplication qui a zg — (2g, ¢°(zg)). En linéarisant

les champs (df; o ¢); on obtient d’aprés (3) mgdf; o ¢¢ = WEdif“E + O?(zg). Et comme df,fi = df,qi,
alors Trdf; o ¢¢ = mpdq; + O%*(2g),i < n — 1. Puisque (X,Y) = (npX,7gY) + (rpX,7rY), pour tout
X,Y, donc on obtient par (2) la relation (mgdf; o ¢, 7gX¢°) = 0,j < n — 1. Et d’aprés la proposition
3.1, il existe sur E des germes de fonctions cf,...,c{,_; et un germe non singulier de matrice C°¢ tel
que TpX°€ o ¢ (zg) = Z;:ll c(zg)C(zg)mrdf; o ¢¢. (différentiable de classe C* par rapport & €). En
linéarisant en zg, on obtient d’aprés (1) et (3) la relation (c§,...,c5_1) = (€1,...,€2).

Considérons I’application c(€) = (¢§(0),...,c5_1(0)). L’application c(e) est différentiable de classe C*°,
¢(0) = 0 et doc(e) = I,—1. Donc d’aprés le théoréme des fonctions implicites il existe d’unique germes
différentiables de classe C* de fonctions gy, ..., gn—1 sur (E,0) tel que (g1(0),...,9,—1(0)) = 0 et que
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cf(ZE)(zE) = 0 pour tout 7. Comme les germes ¢, ..., g,—1 sont déterminer de maniére unique, alors la
variété N : zp = ¢°(2g), € = g(zg) est 'unique variété contenue dans S,(f) tel que T,N = E. N est donc
préservé le systéme (f1,..., fn). Comme il existe une sous variété différentiable NV de dimension 2(n — 1)

contenue dans S,,—1(f) tel que T,N = S,,_1, Alors d’aprés le Lemme 3.4, il existe un difféomorphisme de
classe C*™ ¢ : (T, M,0) — (M, p) tel que ¢(S,,—1) = N. Puisque N C S,,_1(f) alors ¢(S,,—1) C Sp_1(f).
Et de la proposition 3.1 nous en déduisons I’égalité. O

Théoréme 3.1 (Lemme de Morse - cas hyperbolique). Soit (M?",w), une variété symplectique, (fi,..., fn)
un systéme hamiltonien complétement intégrable et p € M>?" une singularité de type hyperbolique du sys-
teme. Alors il existe un systéme de coordonnées locales (U,x1,...,Zn,Y1,...,Yn) autour de p et des
fonctions 1;, i = 1,...n différentiables de classe C™ tel que fyju = Yi(T1y1,. .., TnYn), @ < n.

Démonstration. Observons d’abord que le théoréme est équivalent & ’existence d’un difféomorphisme
¢ : (T,M?",0) — (M?",p), et des fonctions ¥1,...,1, différentiables de classe C™ tel que f; 0 ¢ =
(g1, qn), @ < m oot {qi,...,qn} est une base standard de C, = (d2(f)). Le probléme étant local,
alors on peut identifier (M?",p) et (T,M>",0). Cependant on ne peut pas identifier les formes w et wp.
Soit (1,...,Tn,Y1,--.,Yn) un systéme de coordonnées symplectiques de (T,M>",w,) tel que le systéme
(¢i = ®Yi)1<i<n, soit une base standard de C), = df,f. D’aprés la proposition 3.2, on peut supposer que
Se(f) = S,.(df,f). Maintenant supposons ’hypothése suivante que nous justifierons par induction. (P,,) Il
existe pour tout m < (n — 1) un diffecomorphisme lisse ¢™ et une fonction ¥™ tel que ¢™(S,—1) = Sp—_1
et fiod™ = ¢Y™(q1,...,qn) sSur Sy, ¢ < n. Observons que pour m = (n — 1) nous avons le théoréme.
En fait, on peut supposer sans restriction que ¢! est I’identité. Nous voulons construire un champ de
vecteurs dépendant du temps Z; tel que {(d(¢; + t(h; — ¢;)), Zt) = —(fi — ¢i),% < n pour tout 0 < ¢t <1,
ol nous avons poser ¢; = ;(q1,...,qn). Soit a; = d(¢; + t(hi — &:)). df1,...,dfn, €t de;,...,dp; ont
tous un rang plus petit que m sur S,,, et, par 'hypothése (P,,), cela est aussi vrai pour ai,...,q,.
Par I’hypothése de non dégénérescence, la condition de la proposition3.1 est vérifié. D’ol, on peut écrire
a; = Z;.lzl bi;Y;,i < navec Y; € O(j) et Y; = dg; + O?(z), pour tout j < n et comme (f; — ¢;) = 0
sur S,,—1, donc par le Lemme 3.3, (fi — ¢i) = >_7_, bijgj, i < navec g; € O(j),j < n. a;,bij, Yelg;
dépend tous de maniére différentiable sur ¢. 11 suffit maintenant de résoudre les équations suivantes :
(Y;,Z:) = gj,5 < n pour tout ¢t € [0,1]. (x) La résolution de ces équations se fait comme suit : On
pose Y2 = (814, ++,0ni,0,...,0) + O%(2) et Y} = (0,...,0,814,...,0n:) + O*(2). On a V; = Yiz; + Y7y,
et g; = glz; + glyi. Désignons par M la matrice (Yi',..., Y.L Y2 ... Y?2) et par g le vecteur ligne
(9%,...,9,92,...,92). La matrice M est inversible pour tout ¢t € [0,1] et de plus Z; = M~1g est la
solution des équations donnés par la relation (x). Maintenant considérons le flot ® dépendant du temps
du champ de vecteurs Z;. Nous obtenons la relation suivante : f; o ® = ¢ (qy, ..., q,) pour tout i < n. Et
d’aprés ’hypotheése de récurrence (P,,—1) on obtient la preuve du théoréme 3.1. Pour achever la preuve du
théoréme montrons par récurrence que I’hypothése (P,,) est vraie. Comme (Fy) est vrai; on peut supposer
(P,,_1) est appliqué la récurrence. On peut aussi supposer sans restriction que ®™~! est I'identité. Si nous
considérons un espace singulier E dans S,,. Alors il existe un difféomorphisme local ® et des fonctions
U1, ..., ¥y, différentiables de classe C*° tel que

(PE(Snfl):Snflafioq)E:wE(qla--an)' (5)
sur F pour tout i < n et
qi 0o ®F oip = qoip pour tout E' C Sy, E' # E,i < n. (6)

Les fonctions ®¥, et ¥¥(q1...,qn),...,YE(q1,...,q,) différentiables de classe C™ sont construis sur E
en appliquant le théoréme 3.1 aux fonctions f; o ig,..., et f,, oip. La fonction ®F préserve I'espace
Sm—1 et, d’ol, Sp_1. Comme toutes les fonctions f; o ®F o35 sont constantes sur les fibres de f; o ®F o
ig,--. fm o ®F 0ig, alors en appliquant le lemme 3.1; on obtient les fonctions v;, m < i < n. De plus
par 'hypothése (P,,—1) nous savons qu’il existe des fonctions v; différentiables de classe C° tel que
fi = ¥i(q1,- -, qn) sur S,,. La relation 6 implique aussi que f; o ® = f; sur S,,_1, et donc ¢F = le/
sur F N E’ pour tout E, E' C Sy, i < n. Maintenant on peut appliquer le lemme 3.2 pour obtenir les
fonctions v/ tel que ¥F oip = ¢iF pour tout E C Sy, i < n. Ce qui prouve ’hypothése (Pp,) et compléte
ainsi la preuve du théoréme. O
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Le théoréme 3.1 nous garantie ’existence d’une forme normale des systémes hamiltoniens compléte-
ment intégrables au voisinage d’une singularité de type hyperbolique. Mais cependant cette forme normale
n’est pas symplectique ; Autrement dit le systéme de coordonnées locales donné par le théoréme 3.1 n’est
pas symplectique. Dans la section qui suit on montre que ce systéme de coordonnées locales peut étre
choisis tel qu’il soit symplectique.

4 Forme normale symplectique

Considérons R?” muni du systéme de coordonnées z = (x,y) et de la forme symplectique standard

n
w= Zdzi A dy;. Soit q; = x;y;, 1 < n.

i=1
Lemme 4.1. Soit g1,...,g, des germes de fonctions différentiables de classe C* sur (R?",0) tel que
x.%,y.%:x.agj,y.agj i,j<n
Jaxj Jayj Za.ﬁi l(‘)yi’ =
Alors il existe un unique germe f différentiable de classe C* sur (R?",0), et d’uniques germes 1, ..., ¢,

différentiables de classe C> sur (R®",0), tel que df (J,dg;) = gi — ¥i(q1, -, qn), i < n.

Démonstration. Considérons le flot ¢! du champ de vecteurs hamiltonien Jdg; par rapport a la forme
symplectique w,, et définissons les applications suivantes :

1

1 27 27
Mig(z,y) = %/0 g(@h)dt et Lig(z,y) = g/o t(g(ph) — Mig(z, y))dt

pour tout fonction g. On vérifie facilement que M;g; = (M ... M,)g;, et (JdMg;,dg;) =0, i < j < n.
Et d’apreés le lemme 3.1, on obtient M;g; = 11(q1,.-.,¢n). Pour achever la preuve, il suffit de prendre
n

=0

Proposition 4.1. Soit w une forme symplectique sur (R?",0) avec w(0) = wy, tel que w(Jdg;, Jdg;) = 0,
i,j < n. Alors il existe un difféomorphisme ¢ : (R*",0) — (R?",0) tel que ¢*w = w,, et ¢ préserve la
fibration lagrangienne pour la forme symplectique w dont les fibres sont définies par (), ¢; = const.

Démonstration. Soit « une primitive de la forme symplectique w. Supposons sans restriction que la
partie linéaire ji de « est %(Z?Zl x;dy; — yidz;). Puisque w(Jdg;, Jdg;) = 0 pour tout ¢ < j < n,
alors on obtient da(Jdg;, Jdg;) = 0. Et de plus comme Lxda = d o Lx, alors d o L jqq,do = 0. Donc
quitte & se restreindre sur une composante connexe de (R?",0) on obtient i 4y, do + dijaq, o = 0,i < n.
Ce qui signifie ij4q,da = —dijaqa et ijiq,do = dijgq;c. Clest-a-dire ijqq;,da(Jdq;) = dijag;a(Jdg;).
La forme symplectique w(0) étant égale & w,, alors on a wy,(Jdg;, Jdg;) = 0. Et par suite on obtient
igdg;dir(Jdq;) = dijag;j1o(Jpdg;). Maintenant pour achever la preuve, il nous faut d’une fonction
f différentiable de classe C* tel que df(Jpdg;) = (a — jicr)(Jpdg;), pour tout i. D’aprés le lemme
4.1 une telle fonction existe si et seulement si (o — jia)(Jpdg;) = 0 pour tout 7. Nous allons faire la
preuve sous I’hypothése que f existe, laquelle nous démontrons dans la suite. Considérons 1’équation
(wp + s(w(0) —wp))(Zs) = —(ov — Jia — df). Il définit un champ de vecteur Z; non autonome pour
0 < s <1, dont le flot de chaque champ Z; tire en arriére la forme w a w(0). Cependant, comme
(w(0) +s(w—w(0)))(Zs, Jpdg;) = —(—jra—df )(Jpdg;) = 0 pour tout ¢, et que la fibration est lagrangien
pour w et w(0); il s’en suit que le champs Z; est tangentiel aux fibres de la fibration lagrangienne. Le
flot des champs de vecteurs Z, préserve donc la fibration lagrangienne. Pour terminer la preuve nous
avons tout juste besoin de montrer I'existence de la fonction f. Soit ¢!, t € T", le groupe d’action
engendré par le systéme hamiltonien q1,...,q,, et soit M l'opérateur qui prend les mémes valeurs sous
I’action du groupe. Notons que « peut étre choisit tel que « et M« aient la méme partie linéaire, et
notons aussi que M commute avec la différentielle extérieur d. Soit Zs 'unique solution de I’équation
iz, (wp — s(Mw —wyp)) = —M(a — ji1cr). Pour tout s € [0, 1] le flot ¢ du champ Z; tire en arriére Mw en
wp, et comme il commute avec ' car (w, — s(Mw — wy))(Zs,dg;) = —M(a — j1a)(dg;) = 0 pour tout
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i <n,etsel0,1]; Alors on obtient M¢*w = ¢*Mw = w,. En Supposant que Mw = w(0); on obtient :
dM(a+ jio) = d(Ma+ jia) = 0. D’ott (Ma + jio) = 0 et fermée, donc localement exacte. Quitte a se
restreindre sur un ouvert U il existe une fonction f tel que (M« + jia) = df. Puisque df = Mdf = dM f,
alors on peut supposer que f = M f (quitte & se restreindre sur une composante connexe de U) ; d’ott on
obtient df (J,dg;) = 0 pour tout i, et M((a — jro)(Jpdg;)) = M(a — jra)(J1dg;) = df (Jpdg;) =0, 7 < n.

Ce qui prouve la proposition. O
Théoréme 4.1. Soit (f1,..., fn) un systéme hamiltonien complétement intégrable sur (M?*",w), p € M*"
une singularité mon dégénérée de type hyperbolique. Alors il existe un systéme de coordonnées locales
symplectiques (U;x1,...,Tn,Y1,---,Yn) autour de p et des fonctions lisses ¥;, i = 1,...n tel que

fi | U =vi(x1y1, -« -y Tuyn), i < n.

Démonstration. La preuve se déduit immédiatement du Théoréme 3.1 et de la Proposition 4.1. En fait

comme la fibration Nh; = const est lagrangienne pour la forme w et que h; = 9;(q1, ..., ), alors cette
fibration est précisément Ng; = const. Cela prouve le théoréme. O
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