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Formes Normales Symplectiques des Systèmes Hamiltoniens

Complètement Intégrables: Cas Hyperbolique

Symplectic Normal Forms of Completely Integrable Hamiltonian

Systems : Hyperbolic case

Hamidou DATHE ∗ and Yatma MBODJI †

Résumé

Sur une variété symplectique (M,ω) de dimension 2n, on considére un système hamiltonien complè-

tement intégrable de classe C∞ à n degrés de liberté admettant une singularité de type hyperbolique.

On montre que la méthode d'Eliasson dans le cas d'une singularité elliptique peut être textuellement

reprise pour obtenir une forme normale symplectique dans le cas d'une singularité hyperbolique.

Mots clés : variété symplectique, système hamiltonien complètement intégrable, singularité,
singularité hyperbolique.

Abstract

On a symplectic manifold (M,ω) of dimension 2n, we consider a completely integrable Hamiltonian

system of class C∞ with n degrees of freedom having a singularity of hyperbolic type. We show that

the Eliasson method in the case of elliptic singularity may be word for word taken again to obtain a

symplectic normal form in the case of hyperbolic singularity.

Key words: symplectic manifold, completely integrable Hamiltonian system, singularity,
singularity of type hyperbolic.

1 Introduction

Dans ce travail nous nous intéressons à la géométrie des systèmes hamiltoniens complètement intégrable
dans le cas C∞. Sur une variété symplectique (M2n, ω) de classe C∞, un système hamiltonien complète-
ment intégrable est la donnée de n fonctions à valeurs réelles f1, . . . , fn de classe C∞ en involution pour
le crochet de Poisson dé�ni par la structure symplectique, et dont les di�érentielles sont presque partout
linéairement indépendantes. Un tel système dé�nit une action hamiltonienne locale de Rn dans M2n,
d'application moment µ : M2n → Rn, p 7→ (f1(p), . . . , fn(p)) ∈ Rn et dont les orbites sont génériquement
les �bres lagrangiennes µ−1(c), c ∈ Rn qui dé�nissent un feuilletage lagrangien singulier. La complète
intégrabilité des systèmes hamiltoniens est un problème trés ancien. On sait d'après Joseph Liouville ([9])
que si p ∈ M2n est un point régulier de µ, le système (f1, . . . , fn) peut être complèté en un système de
coordonnées symplectiques (f1, . . . , fn, g1, . . . , gn) au voisinage de p.

Si maintenant p ∈ M2n est une singularité non dégénérée de µ, peut-on trouver un système de
coordonnées symplectiques dans lequel les fonctions hamiltoniennes (fi)1≤i≤n s'expriment simplement ?
Cette question a été considérée par plusieurs auteurs dont Eliasson qui, aprés avoir introduit la notion de
singularité non dégénérée, donne une description simple du système au voisinage d'une singularité non
dégénérée de type elliptique dans un système de coordonnées symplectiques (voir [7]) (forme normale
symplectique). Dans le même ordre d'idées San V ũ Ngoc et Christophe Wacheux, avec une méthode tout
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à fait di�érente (voir [15]) donnent une description explicite du système au voisinage d'une singularité
non dégénérée de type foyer-foyer en dimension quatre dans un système de coordonnées symplectiques.
Une autre démonstration de ce résultat de Ngoc et Wacheux a été donnée par Marc Chaperon de manière
plus simple (voir [3]). Dans ce travail on montre qu'en présence d'une singularité non dégénérée de type
hyperbolique, la méthode d'Eliasson permet d'obtenir une forme normale symplectique du système.

2 Préliminaires

(M2n, ω) désigne une variété symplectique de dimension 2n, C∞(M2n,R) l'algèbre réel des fonctions
di�érentiables de classe C∞, f1, . . . , fn ∈ C∞(M2n,R), f la sous-algèbre de C∞(M2n,R) engendrée par
le système {f1, . . . , fn}, et p ∈M2n une singularité non dégénérée de type hyperbolique.

Dé�nition 2.1. Soit f ∈ C∞(M,R), on dé�nit le champ de vecteurs hamiltonien associé à f comme
l'unique champ de vecteurs Xf satisfaisant iXfω = −df.

Dé�nition 2.2. Soient f1, . . . , fn ∈ C∞(M2n,R). Le système {f1, . . . , fn} est un système hamiltonien
complètement intégrable si les conditions suivantes sont satisfaites :

� {fi, fj} = ω(Xfi , Xfj ) = 0, pour tout i, j ;
� le système {df1 . . . dfn} est presque partout linéairement indépendant.

Nous allons à présent introduire la notion de singularité non dégénérée. Mais pour cela nous avons
besoin d'introduire la notion de sous-algèbre de Cartan d'une algèbre de Lie semi-simple.

Dé�nition 2.3. Une sous-algèbre de Cartan d'une algèbre de Lie semi-simple est une sous-algèbre abé-
lienne maximale égale à son centralisateur.

Dé�nition 2.4. Soit (f1, . . . , fn) un système hamiltonien complètement intégrable d'application moment
µ, p ∈ M2n un point critique de rang zéro de µ. On note par H(fi), 1 ≤ i ≤ n les formes quadratiques
dé�nies sur (TpM

2n) par : pour tout u ∈ (TpM), H(fi)(u) = d2pfi(u, u), 1 ≤ i ≤ n. Le point p est une
singularité non dégénérée(ou de Morse) si l'algèbre de Lie Cµ engendré par le système {H(f1), . . . ,H(fn)}
est une sous-algèbre de Cartan de l'algèbre des formes quadratiques Q(2n).

Le problème de classi�cation des singularités non dégénérées peut être regardé en termes de sous-
algèbres de Cartan de Q(2n). Les singularités non dégénérées sont très bien comprises grâce au résultat
de Williamson[17]. Rappelons ce résultat précis,

Théorème 2.1 (Williamson [17]). Pour toute sous-algèbre de Cartan C de Q(2n) il existe un système de
coordonnées symplectiques (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) dans R2n et une base {q1, . . . , qn} de C tel que chaque
qi est donné par les expressions suivantes :

� qi = x2i + y2i , 1 ≤ i ≤ ke (elliptique) ;
� qi = xiyi, ke+ 1 ≤ i ≤ ke+ kh (hyperbolique) ;
� qi = xiyi+1 + xi+1yi ; qi+1 = xiyi + xi+1yi+1, i = ke+ kh+ 2j + 1, 1 ≤ j ≤ kf (focus-focus).

Le système linéaire donné par les fonctions qi est appelé le modèle linéaire de la singularité. Les fonc-
tions (qi)1≤i≤n constituent une base standard de C. Le théorème de Williamson[17] peut être vu comme
le théorème des formes normales donné dans l'introduction pour le modèle linéaire. Nous allons attaché
un triplet d'entiers naturels (ke; kh; kf) à la singularité non dégénérée p de µ, oú ke désigne le nombre
de composantes elliptiques dans le modèle linéaire, kh et kf le nombre de composantes hyperboliques et
foyer-foyer dans le modèle linéaire respectivement. En vertu du théorème de Williamson[17] ce triplet est
un invariant du système linéaire. C'est la raison pour laquelle le triplet est appelé le type de Williamson
de la singularité p. Si le triplet (ke; kh; kf) est égale à (ke, 0, 0), on dit que p (resp. Cµ) est une singula-
rité (resp. une algèbre de Cartan) non dégénérée de type elliptique. Si le triplet (ke; kh; kf) est égale à
(0, kh, 0) respectivement à (0, 0, kf), on dit que p (resp Cµ) est une singularité respectivement une sous-
algèbre de Cartan non dégénérée de type hyperbolique respectivement foyer-foyer. La sous-algèbre de
Cartan hyperbolique dé�nie par un système hamiltonien complètement intégrable de classe C∞ admet
des espaces vectoriels et ensembles singuliers.
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Dé�nition 2.5. Soit (f1, . . . , fn), un système hamiltonien complètement intégrable sur une variété sym-
plectique (M2n, ω), p ∈ M2n une singularité hyperbolique, et Cµ la sous-algèbre de Cartan hyperbolique
de Q(2n) engendrée par le système {H(f1), . . . ,H(fn)}. On appelle espace singulier de rang r ≤ n de Cµ
l'ensemble noté Sr(Cµ), dé�ni par :

Sr(Cµ) = {X ∈ TpM2n | rg(iXd
2
pq1, . . . , iXd

2
pqn) ≤ r}

où (q1, . . . , qn) est une base standard de Cµ.

Les espaces vectoriels singuliers de la sous-algèbre de Cartan hyperbolique Cµ véri�ent la propriété
suivante.

Proposition 2.1. Les espaces singuliers de rang r ≤ n de la sous-algèbre de Cartan hyperbolique Cµ
sont des sous-espaces vectoriels symplectiques de (TpM

2n, ωp) de dimension 2r.

Démonstration. Soit (qj = xjyj)j=1...n une base standard de q et X un élément de TpM
2n. Nous avons

iXd
2
pqj = (0, . . . , Yj , 0, . . . , Xj , 0, . . . , 0)t, où, si u est un vecteur colonne, ut désigne la transposée de

u ; donc Sr(Cµ) = {X = (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn) ∈ TpM
2n | Xr+i = Yr+i = 0, i = 1, . . . , (n − r)}.

Posons maintenant ei = (δi1, . . . , δin, 0, . . . , 0) et fi = (0, . . . , 0, δi1, . . . , δin), i = 1, . . . , r. Le système
de vecteurs (e1, . . . , er, f1, . . . fr) est une base de Sr(Cµ). Soit X ∈ Sr(Cµ) ∩ S⊥r (Cµ). Alors X =
(X1, . . . , Xr, 0, . . . , 0, Y1, . . . , Yr, 0, . . . , 0) et X∗JpX = 0. Autrement dit X2

1 + · · ·+X2
r +Y 2

1 + · · ·+Y 2
r = 0.

Par conséquent, X1 = · · · = Xr = Y1 = · · · = Yr = 0.

De la preuve ci-dessus découle les assertions suivantes :
� Sr(Cµ) = ∪l≤rSl(Cµ),
� Sr(Cµ) = E1 + · · ·+ Er où Ei = {(X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn) ∈ TpM | Xj = Yj = 0, j 6= i}

Dé�nition 2.6. Soit (f1, . . . , fn) un système hamiltonien (C∞) complètement intégrable sur (M2n, ω),
et p ∈M2n une singularité hyperbolique. Soit f l'algèbre de lie engendré par les fonctions hamiltoniennes
du système. On appelle ensemble singulier de rang r ≤ n de (f1, . . . , fn) l'ensemble noté Sr(f), dé�ni par

Sr(f) = {x ∈M2n | rg(dxf1, . . . , dxfn) ≤ r}.

Les ensembles singuliers d'un système hamiltonien complètement intégrable véri�ent les propriétés sui-
vantes.

� Si une fonction hamiltonienne h commute avec l'algèbre (f), alors son �ot hamiltonien préserve les
ensembles singulier Sr(f).

� Si N est une sous-variété de dimension 2r, préservée par le système alors N ⊆ Sr(f).
Dans la section qui suit on présente le lemme de Morse pour la singularité hyperbolique. Le problème de
division sur les espaces singuliers, et la construction des variétés singulières s'avèrent être les di�cultés
essentielles dans la preuve du lemme de Morse pour les systèmes hamiltoniens complètement intégrables
(Cas de la singularité hyperbolique). Ainsi nous commencerons à étudier le problème de division et la
construction des variétés singulières avant de faire la preuve du lemme de Morse pour la singularité
hyperbolique.

3 Le Lemme de Morse pour les systèmes intégrables cas hyper-

bolique

XProblème de division

Soit R2n munie du système de coordonnées canoniques z = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), et soit qi = xiyi et
Ei = {(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ R2n | xi = yj = 0, i 6= j} pour i = 1, . . . , n et soit Sr = Sr(q), r ≤ n. Soit

J la matrice dé�nie par J =

(
0n In
−In 0n

)
, et soit 〈, 〉 la mêtrique euclidienne sur R2n. Désignons par

O(i), i = 1, . . . , n l'ensemble des germes f d'application di�érentiables de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que
f|E⊥

i
= 0.

Lemme 3.1. Soit X un germe de champ de vecteurs de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que 〈X, dqi〉 = 0 pour
tout i, alors il existe d'uniques germes c1, . . . , cn de fonction de classe C∞ tel que X =

∑n
i=1 ciJdqi
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Démonstration. Il su�t de faire la preuve pour n = 1. Comme 〈X(x, y), dq1(x, y)〉 = yX1 + xX2 = 0,
alors X1+y ∂X1

∂y +x∂X2

∂y = 0 et y ∂X1

∂x +x∂X2

∂x +X2 = 0. Donc X1 = −y ∂X1

∂y −x
∂X2

∂y et X2 = −y ∂X1

∂x −x
∂X2

∂x .

Posons c1 =

(
−y
x

∂X1

∂y
− ∂X2

∂y

)
. Il est facile de voir que c1 est une germe C∞ de fonction et de plus

X = c1Jdq1.

Lemme 3.2. Soient F1, . . . , Fm des sous-espace vectoriels de Sr, (f1, . . . , fm) m-germes de fonctions de
classe C∞ dé�nies respectivement sur (Fi, 0), et φi des germes de di�éomorphismes de classe C∞ sur
(Fi, 0). On suppose que fi = fj sur Fi ∩ Fj ∀ i, j, alors il existe un germe f de fonction di�érentiable de
classe C∞ sur (R2n, 0) tel que f|Fi = fi. On suppose aussi que φi = φj sur Fi ∩ Fj ∀ i, j, alors il existe
un germe φ de fonction di�érentiable de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que φ|Fi = φi.

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur m. Si m = 1, alors le résultat est vrai. Si
m = 2 on dé�nit f(z) = f1(πE). Il est claire que f|F1

= f1. Puisque F2 = F2 ∩ F1 + F2 ∩ F⊥1 , alors
f|F2

= f1|F1∩F2
= f2.

Supposons que le résultat est vrai au rang (m−1).Montrons que le résultat est vrai au rangm. D'après ce
qui précède il existe un germe C∞ de fonction g sur (R2n, 0) tel que g|Fi = fi pour tout i = 1, . . . ,m− 1.
Les germes de fonction g et fm véri�ent les hypothèses du lemme 3.2, donc il existe un germe C∞ de
fonction f sur (R2n, 0) tel que f|Fi = g i = 1, ...,m − 1 et f|Fm = fm. Comme g|Fi = fi, alors f|Fi = fi,
i = 1, . . . ,m. La construction de φ est complètement analogue.

Lemme 3.3. Soient f1, . . . , fn, des germes de fonctions de classe C∞ sur (R2n, 0) qui sont identiquement
nuls sur Sn−1. Soit B = (bij) une germe de matrice d'ordre n×n non dégénérée de classe C∞ sur (R2n, 0).

Alors il existe n-germes de fonctions de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que fi =

n∑
j=1

bijgj et gj ∈ O(j), pour

tout 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Démonstration. Pour tout sous-espace vectoriel E de Sn, E = F1+· · ·+Fn, on désigne par DE l'ensemble
des germes C∞ de fonctions sur (R2n, 0) véri�ant f|F⊥

i
= 0, pour tout i ≤ n. Si f est identiquement nulle

sur Sn−1, alors elle se décompose de manière non unique comme suit : f =
∑
E〈Sn f

E , fE ∈ DE . En

fait, considérons E un sous-espace vectoriel de Sn et posons fE = f ◦ iE ◦ πE . Soit X ∈ F⊥i . Comme
XJei = Xi = 0 et XJfn+i = Xn+i0, alors X ∈ Sn−1. D'où F⊥i ⊂ Sn−1. Et puisque f est identiquement
nul sur Sn−1, alors f est identiquement nul sur F⊥i pour tout i ≤ n − 1; ce qui signi�e que fE ∈ DE .
Soit E et E′ deux sous-espaces vectoriel de Sn tels que E 6= E′. On a E ∩E′ ⊆ Sn−1 ou E ∩E′ ⊆ En, et

f ◦ iE∩E′ = 0. Donc

(
f −

∑
E<Sn

fE

)
= 0 sur Sn. Ainsi le problème peut être réduit au cas où chaque fi

appartient à un certain ensembleDE , E = F1+· · ·+Fn. Puisque la matrice B est non dégénérée, l'équation
(f1, . . . , fn) = (g1, . . . , gn)B∗, détermine g1, . . . , gn de manière unique. Par construction, gi ∈ O(i) pour
tout i = 1, . . . , n.

Proposition 3.1. Soient X1, . . . , Xn des germes de champs de vecteurs de classe C∞ sur (R2n, 0) de
partie linéaire respectives

∑n
i=1 ajidqi, j ≤ n. Supposons que la matrice A = (aji)1≤i,j≤n est non dégéné-

rée, et que X1, . . . , Xn ont un rang plus petit que m sur Sm pour tout m. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) Il existe des germes de champs de vecteurs Y1, . . . , Yn de classe C∞ sur (R2n, 0) et des germes bji
de fonctions de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que bji(0) = aji et Yi = dqi + O2(z) et Yi ∈ O(zi),

i ≤ n et tel que Xj =

n∑
i=1

bjiYi, j ≤ n. En particulier X1, . . . , Xn ont un rang plus petit que m

uniquement sur Sm, m ≤ (n− 1).

(2) Si Z est un germe de champs de vecteurs de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que Z,X1, . . . , Xn soient
linéairement dépendants, alors il existe d'uniques germes c1, . . . , cn de fonctions de classe C∞ tels
que Z =

∑n
i=1 ciXi ;
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(3) Si Z est un germe de champs de vecteurs de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que 〈Z,Xi〉 = 0 pour tout
i, alors il existe d'uniques germes c1, . . . , cn de fonctions de classe C∞ et un germe C de matrice

de classe C∞ tels que C(0) = J et Z =

n∑
i=1

ciCXi.

Démonstration. Supposons que (1) est vrai. Montrons que (2) et (3) sont vrai. On peut supposer dans la
preuve de (2) comme celle (3) que Xi = Yi, pour tout i. Posons

Y ′i = ei +O2(z), Y ′′i = fi +O2(z).

On peut écrire Yi = Y ′i yi + Y ′′i xi, et dé�nir la matrice M par M = (Y ′1 , . . . , Y
′
n, Y

′′
1 , . . . , Y

′′
n ). Comme

M−1Yi = dqi pour tout i, etM(0) = I, alors le système (M−1Z, dq1, . . . , dqn) est linéairement dépendant.
Donc dq∗i JM

−1Z = 〈JM−1Z, dqi〉 = 0 pour tout i. Par le Lemme 3.1, il existe d'uniques germes c1, . . . , cn

de fonction de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que JM−1Z =

n∑
i=1

ciJdqi. Autrement dit Z =

n∑
i=1

ciXi. Pour

la preuve de (3), on a comme 〈Z,Xi〉 = 〈Z,Mdqi〉 et 〈Z,Mdq〉 =〉M∗Z, dqi〉, alors 〈(M∗)Z, dqi〉 = 0.

D'après le Lemme 3.1, il existe d'unique germes C∞ c1, . . . , cn sur (R2n, 0) tel que M∗Z =

n∑
i=1

ciJdqi ;

autrement dit Z =

n∑
i=1

ciCXi avec C = (M−1)∗JM−1.

Supposons que (2) est vrai. Montrons que (1) est vrai. Soit X un germe de champ de vecteurs de classe
C∞ sur (R2n, 0) véri�ant les hypothèses de la proposition 3.1. Désignons par X1, . . . , Xn, Y 1, . . . , Y n

les composantes de X. Comme X est de rang plus petit que m sur Sm, pour tout m ≤ n, alors
d'après le lemme 3.3 il existe un germe de matrice B = (bij)1≤i≤n,1≤j≤2n tel que X = (a1, . . . , an)B.

Donc X = (

n∑
i=1

aibi1 + a1y1 − a1y1, . . . ,
n∑
i=1

aibi2n + anxn − anxn). Posons gj = (
∑n
i=1 aibij − ajyj) et

hj = (
∑n
i=1 aibij − ajxj), pour j ≤ n. Alors f = (g1, . . . , gn, h1, . . . , hn) ∈ O2(z) et X =

∑n
i=1 aidqi + f.

Supposons que (1) est vrai pour tout (n−1)-uplet de germes de champs de vecteurs sur (R2n, 0) véri�ant
les hypothèses de la proposition3.1. Soient (X1, . . . , Xn) n-germes C∞ de champ de vecteurs sur (R2n, 0)
véri�ant les hypothèses de la proposition 3.1. La matrice A = (aij), 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n étant non
dégénérée, alors la sous-matrice
A′ = (aij)1≤i≤n−1,1≤j≤n est non dégénérée. Puisque le système (X1, . . . , Xn) a un rang plus petit que m
sur Sm, alors d'après l'hypothèse de récurrence, il existe un germe C∞ de matriceB = (bij)1≤i≤(n−1),1≤j≤n
tel que B(0) = A′ et Xj =

∑n
i=1 bijYi, j ≤ (n− 1). Soit maintenant E un sous-espace vectoriel de Sn−1,

alors d'après (2) il existe d'unique germes cE1 , . . . , c
E
n−1 tel que

Xn|E =
∑

1≤i≤n−1

cEi Xi|E =
∑

1≤i≤n

dEi Yi|E .

Soient E et E′ deux sous-espace vectoriel de Sn−1. En vertu de l'unicité, dEi = dE
′

i sur E ∩E′. D'après le
lemme 3.2 il existe un ensemble unique de germe C∞ d1, . . . , dn−1 sur (R2n, 0) tel que di|E = cEi pour tout

sous-espace vectoriel E de Sn−1 et Xn =
∑

1≤i≤n diYi. Donc X̂n = (Xn−
∑

1≤i≤n diYi) = 0 sur Sn−1. En

appliquant le Lemme 3.3 aux composantes du champ X̂n, on obtient le résultat. Pour la dernière partie
de (1), on considère le système de vecteurs (M−1X1, . . . ,M

−1Xn) où M est la matrice dé�nie ci- dessus.
le rang du système est plus petit que m sur Sm si et seulement si m ≤ (n−1). Et commeM est inversible
alors le système de vecteurs (X1, . . . , Xn) est de rang plus petit que m sur Sm que si m ≤ (n− 1).

Lemme 3.4. Soient V1, . . . , Vk des sous-espaces vectoriels de Sm, et soit N1, . . . , Nk des germes de sous-
variétés de classe C∞ tels que T0Ni = Vi. Alors il existe un di�éomorphisme de classe C∞

φ : (R2n, 0) −→ (R2n, 0), Dφ(0) = I tel que φ(Vi) = Ni, pour tout i

Démonstration. Supposons que Ni ∩ Nj = Vi ∩ Vj pour tout i, j, Ni = Vi pour tout i ≥ 2. La sous-
variété N1 peut être dé�nie par N1 := zF = ψ(zE), ψ(0) = 0, Dψ(0) = Id où E = V1, F = V ⊥1 et ψ une
application di�érentiable de classe C∞. Puisque N1 ∩ Vi = E ∩ Vi, pour tout i ≥ 2, alors ψ(zE) = 0 pour
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zE ∈ E ∩ Vi. Posons maintenant φ(z) = (zE , zF + ψ(zE)). Alors φ(V1) = N1 et φ|Vi = Id pour i ≤ 2. En
procédant par récurrence on montre le résultat général.

XVariété singulière

Proposition 3.2. Sn−1(f), est l'unique sous-variété de dimension 2(n − 1) de classe C∞ préservé par
les champs hamiltoniens Xfi , i ≤ n tel que TpSn−1(f) = Sn−1. De plus il existe un di�éomorphisme
φ : (TpM, 0) −→ (M,p), Dφ(0) = I, de classe C∞ tel que φ−1(Sn−1(f)) = Sn−1(Cµ).

Démonstration. Comme le problème est local ; nous pouvons identi�er (M,p) avec (TpM, 0). Cependant
nous ne pouvons pas identi�er ω et ωp. TpM est donc muni d'une structure symplectique linéaire (ωp)
et d'une structure symplectique non linèaire (ω).Sur (TpM,ωp) on introduit un certain système de coor-
données symplectiques z = (x, y) avec en même temps la mêtrique euclidienne correspondante 〈, 〉. On
peut supposer que d2pfi = d2pqi, i ≤ n. Soit E = Sn−1 et F = E⊥ = En. Chaque forme quadratique d2pfi
se décompose comme suit : d2pfi = d2pfi|E + d2pfi|F . En fait pour tout u, v ∈ E; d2pfi(u, v) = 0. Observons
que Sm est préservé par le système pour m ≤ n − 2. Considérons la fonction hamiltonienne f ε dé�nie
par :

f ε = ε1f1 + · · ·+ εn−1fn−1 + fn. (1)

En linéarisant le champ hamiltonien Xε = Xfε en p; on obtient : πEX
ε =

n∑
i=1

εiπEX
′
fi(p)+O2(z). Puisque

d2pfi = d2pqi, i ≤ n, et que X ′fi(p) = Jpd
2
pfi alors πEX

ε =

n−1∑
i=1

εiπEJpdqi +O2(z) et

〈dfj , Xε〉 =

n∑
i=1

εi{fj , fi} = 0, j ≤ n. (2)

Maintenant considérons l'équation πFX
ε = 0. Comme d2pfi|F est non singulier et queX ′fi(0) = Jd2pfi, alors

(πFX
ε)′(0)|F =

∑n
i=1 εi(πFX

′
fi

)|F est non singulier. De plus comme Xε(0) = 0, alors d'après le théorème
des fonctions implicites il existe une application di�érentiable de classe C∞ φε : (E, 0) −→ (F, 0) tel que
πFX

ε(zE , φ
ε(zE)) = 0, φε(0) = 0. Considérons maintenant l'ensemble N ε : zF = φε(zE), zE ∈ (E, 0)

le graphe de l'application di�érentiable φε. N ε est une variété di�érentiable de dimension 2(n − 1) de
classe C∞ contenant le point p. Puisque πFX

ε(zE , φ
ε(zE)) = 0, alors (πFX

ε(zE , φ
ε(zE)))(0)′ = 0. Ce qui

implique que πF (Xε)′(0)(zE , 0) + πFX
ε(0, (φε)′(0)(zE)) = 0. Comme πF (Xε)′(0) =

∑n
i=1 εiπFJd

2
pfi, et

d2pfi|E = 0; alors πF (Xε)′(0)(zE , 0) = O; autrement dit πF (Xε)′(0)(0, (φε)′(0)(zE)) = 0. d2pfi|F étant non
singulier, alors (φε)′(0) = 0. Par conséquent,

TpN
ε = E. (3)

Comme Sm est préservé par le système f1, . . . , fn pour m ≤ n−2. Donc πFX
ε = 0 sur Sn−2. D'où φ

ε = 0
sur Sn−2 et

Sn−2 = N ε ∩ E. (4)

pour ε su�samment petit. Le fait que Sm est préservé pour m ≤ (n − 2) entraine également que
Xf1 , . . . , Xfn a un rang inférieur ou égale à m sur Sm pour tout m ≤ (k − 2). Cela est également
vrai pour les deux systèmes (df1, . . . , dfn−1), πEdf1, . . . , πEdfn−1. D'après (4) cela est aussi vrai pour le
système πEdf1 ◦φε, . . . , πEdfn−1 ◦φε, où φε désigne l'application qui a zE 7−→ (zE , φ

ε(zE)). En linéarisant
les champs (dfi ◦ φε); on obtient d'après (3) πEdfi ◦ φε = πEd

2
pfi|E + O2(zE). Et comme d2pfi = d2pqi,

alors πEdfi ◦ φε = πEdqi + O2(zE), i ≤ n − 1. Puisque 〈X,Y 〉 = 〈πEX,πEY 〉 + 〈πFX,πFY 〉, pour tout
X,Y, donc on obtient par (2) la relation 〈πEdfi ◦ φε, πEXεφε〉 = 0, j ≤ n − 1. Et d'après la proposition
3.1, il existe sur E des germes de fonctions cε1, . . . , c

ε
n−1 et un germe non singulier de matrice Cε tel

que πEX
ε ◦ φε(zE) =

∑n−1
i=1 c

ε
i(zE)Cε(zE)πEdfi ◦ φε. (di�érentiable de classe C∞ par rapport à ε). En

linéarisant en zE , on obtient d'après (1) et (3) la relation (cε1, . . . , c
ε
n−1) = (ε1, . . . , ε2).

Considérons l'application c(ε) = (cε1(0), . . . , cεn−1(0)). L'application c(ε) est di�érentiable de classe C∞,
c(0) = 0 et d0c(ε) = In−1. Donc d'après le théorème des fonctions implicites il existe d'unique germes
di�érentiables de classe C∞ de fonctions g1, . . . , gn−1 sur (E, 0) tel que (g1(0), . . . , gn−1(0)) = 0 et que
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c
g(zE)
i (zE) = 0 pour tout i. Comme les germes g1, . . . , gn−1 sont déterminer de manière unique, alors la
variété N : zF = φε(zE), ε = g(zE) est l'unique variété contenue dans Sr(f) tel que TpN = E. N est donc
préservé le système (f1, . . . , fn). Comme il existe une sous variété di�érentiable N de dimension 2(n− 1)
contenue dans Sn−1(f) tel que TpN = Sn−1, Alors d'après le Lemme 3.4, il existe un di�éomorphisme de
classe C∞ φ : (TpM, 0) → (M,p) tel que φ(Sn−1) = N. Puisque N ⊆ Sn−1(f) alors φ(Sn−1) ⊆ Sn−1(f).
Et de la proposition 3.1 nous en déduisons l'égalité.

Théorème 3.1 (Lemme de Morse - cas hyperbolique). Soit (M2n, ω), une variété symplectique, (f1, . . . , fn)
un système hamiltonien complètement intégrable et p ∈M2n une singularité de type hyperbolique du sys-
tème. Alors il existe un système de coordonnées locales (U, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) autour de p et des
fonctions ψi, i = 1, . . . n di�érentiables de classe C∞ tel que fi|U = ψi(x1y1, . . . , xnyn), i ≤ n.

Démonstration. Observons d'abord que le théorème est équivalent à l'existence d'un di�éomorphisme
φ : (TpM

2n, 0) → (M2n, p), et des fonctions ψ1, . . . , ψn di�érentiables de classe C∞ tel que fi ◦ φ =
ψ(q1, . . . , qn), i ≤ n où {q1, . . . , qn} est une base standard de Cµ = (d2p(f)). Le problème étant local,
alors on peut identi�er (M2n, p) et (TpM

2n, 0). Cependant on ne peut pas identi�er les formes ω et ωp.
Soit (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) un système de coordonnées symplectiques de (TpM

2n, ωp) tel que le système
(qi = xiyi)1≤i≤n, soit une base standard de Cµ = d2pf . D'après la proposition 3.2, on peut supposer que
Sr(f) = Sr(d

2
pf). Maintenant supposons l'hypothèse suivante que nous justi�erons par induction. (Pm) Il

existe pour tout m ≤ (n− 1) un di�éomorphisme lisse φm et une fonction ψm tel que φm(Sn−1) = Sn−1
et fi ◦ φm = ψm(q1, . . . , qn) sur Sm, i ≤ n. Observons que pour m = (n − 1) nous avons le théorème.
En fait, on peut supposer sans restriction que φn−1 est l'identité. Nous voulons construire un champ de
vecteurs dépendant du temps Zt tel que 〈d(φi + t(hi − φi)), Zt〉 = −(fi − φi), i ≤ n pour tout 0 ≤ t ≤ 1,
où nous avons poser φi = ψi(q1, . . . , qn). Soit αi = d(φi + t(hi − φi)). df1, . . . , dfn, et dφi, . . . , dφi ont
tous un rang plus petit que m sur Sm, et, par l'hypothèse (Pm), cela est aussi vrai pour α1, . . . , αn.
Par l'hypothèse de non dégénérescence, la condition de la proposition3.1 est véri�é. D'où, on peut écrire
αi =

∑n
j=1 bijYj , i ≤ n avec Yj ∈ O(j) et Yj = dqj + O2(z), pour tout j ≤ n et comme (fi − φi) = 0

sur Sn−1, donc par le Lemme 3.3, (fi − φi) =
∑n
j=1 bijgj , i ≤ n avec gj ∈ O(j), j ≤ n. αi, bij , Yjetgj

dépend tous de manière di�érentiable sur t. Il su�t maintenant de résoudre les équations suivantes :
〈Yj , Zt〉 = gj , j ≤ n pour tout t ∈ [0, 1]. (∗) La résolution de ces équations se fait comme suit : On
pose Y 2

i = (δ1i, . . . , δni, 0, . . . , 0) +O2(z) et Y 1
i = (0, . . . , 0, δ1i, . . . , δni) +O2(z). On a Yi = Y 1

i xi + Y 2
i yi

et gi = g1i xi + g2i yi. Désignons par M la matrice (Y 1
1 , . . . , Y

1
n , Y

2
1 , . . . , Y

2
n ) et par g le vecteur ligne

(g11 , . . . , g
1
n, g

2
1 , . . . , g

2
n). La matrice M est inversible pour tout t ∈ [0, 1] et de plus Zt = M−1g est la

solution des équations donnés par la relation (∗). Maintenant considérons le �ot Φ dépendant du temps
du champ de vecteurs Zt. Nous obtenons la relation suivante : fi ◦Φ = ψ(q1, . . . , qn) pour tout i ≤ n. Et
d'après l'hypothèse de récurrence (Pn−1) on obtient la preuve du théorème 3.1. Pour achever la preuve du
théorème montrons par récurrence que l'hypothèse (Pm) est vraie. Comme (P0) est vrai ; on peut supposer
(Pm−1) est appliqué la récurrence. On peut aussi supposer sans restriction que Φm−1 est l'identité. Si nous
considérons un espace singulier E dans Sm. Alors il existe un di�éomorphisme local ΦE et des fonctions
ψ1, . . . , ψn di�érentiables de classe C∞ tel que

ΦE(Sn−1) = Sn−1, fi ◦ ΦE = ψE(q1, . . . , qn). (5)

sur E pour tout i ≤ n et

qi ◦ ΦE
′
◦ iE′ = q ◦ iE′ pour tout E′ ⊂ Sm, E′ 6= E, i ≤ n. (6)

Les fonctions ΦE , et ψE1 (q1 . . . , qn), . . . , ψEm(q1, . . . , qn) di�érentiables de classe C∞ sont construis sur E
en appliquant le théorème 3.1 aux fonctions fi ◦ iE , . . . , et fm ◦ iE . La fonction ΦE préserve l'espace
Sm−1 et, d'où, Sn−1. Comme toutes les fonctions fi ◦ ΦE ◦ iE sont constantes sur les �bres de f1 ◦ ΦE ◦
iE , . . . , fm ◦ ΦE ◦ iE , alors en appliquant le lemme 3.1 ; on obtient les fonctions ψi, m ≤ i ≤ n. De plus
par l'hypothèse (Pm−1) nous savons qu'il existe des fonctions ψi di�érentiables de classe C∞ tel que
fi = ψi(q1, . . . , qn) sur Sm. La relation 6 implique aussi que fi ◦ Φ = fi sur Sm−1, et donc ψ

E
i = ψE

′

i

sur E ∩ E′ pour tout E, E′ ⊂ Sm, i ≤ n. Maintenant on peut appliquer le lemme 3.2 pour obtenir les
fonctions ψ′i tel que ψ

E
i ◦ iE = ψ′Ei pour tout E ⊂ Sm, i ≤ n. Ce qui prouve l'hypothèse (Pm) et complète

ainsi la preuve du théorème.
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Le théorème 3.1 nous garantie l'existence d'une forme normale des systèmes hamiltoniens complète-
ment intégrables au voisinage d'une singularité de type hyperbolique. Mais cependant cette forme normale
n'est pas symplectique ; Autrement dit le système de coordonnées locales donné par le théorème 3.1 n'est
pas symplectique. Dans la section qui suit on montre que ce système de coordonnées locales peut être
choisis tel qu'il soit symplectique.

4 Forme normale symplectique

Considérons R2n muni du système de coordonnées z = (x, y) et de la forme symplectique standard

ω =

n∑
i=1

dxi ∧ dyi. Soit qi = xiyi, i ≤ n.

Lemme 4.1. Soit g1, . . . , gn des germes de fonctions di�érentiables de classe C∞ sur (R2n, 0) tel que

xj
∂gi
∂xj
− yj

∂gi
∂yj

= xi
∂gj
∂xi
− yi

∂gj
∂yi

, i, j ≤ n.

Alors il existe un unique germe f di�érentiable de classe C∞ sur (R2n, 0), et d'uniques germes ψ1, . . . , ψn
di�érentiables de classe C∞ sur (R2n, 0), tel que df(Jpdqi) = gi − ψi(q1, . . . , qn), i ≤ n.

Démonstration. Considérons le �ot ϕti du champ de vecteurs hamiltonien Jdqi par rapport à la forme
symplectique ωp, et dé�nissons les applications suivantes :

Mig(x, y) =
1

2π

∫ 2π

0

g(ϕti)dt et Lig(x, y) =
1

2π

∫ 2π

0

t(g(ϕti)−Mig(x, y))dt

pour tout fonction g. On véri�e facilement que Migi = (M1 . . .Mn)gi, et 〈JdMgi, dqj〉 = 0, i ≤ j ≤ n.
Et d'après le lemme 3.1, on obtient Migi = ψ1(q1, . . . , qn). Pour achever la preuve, il su�t de prendre

f =

n∑
i=0

M . . .Mi−1Ligi.

Proposition 4.1. Soit ω une forme symplectique sur (R2n, 0) avec ω(0) = ωp, tel que ω(Jdqi, Jdqj) = 0,
i, j ≤ n. Alors il existe un di�éomorphisme φ : (R2n, 0) → (R2n, 0) tel que φ∗ω = ωp, et φ préserve la
�bration lagrangienne pour la forme symplectique ω dont les �bres sont dé�nies par

⋂
i qi = const.

Démonstration. Soit α une primitive de la forme symplectique ω. Supposons sans restriction que la
partie linéaire j1α de α est 1

2 (
∑n
i=1 xidyi − yidxi). Puisque ω(Jdqi, Jdqj) = 0 pour tout i ≤ j ≤ n,

alors on obtient dα(Jdqi, Jdqj) = 0. Et de plus comme LXdα = d ◦ LX , alors d ◦ LJdqidα = 0. Donc
quitte à se restreindre sur une composante connexe de (R2n, 0) on obtient iJdqidα + diJdqiα = 0, i ≤ n.
Ce qui signi�e iJdqidα = −diJdqiα et iJdqjdα = diJdqjα. C'est-à-dire iJdqjdα(Jdqi) = diJdqjα(Jdqi).
La forme symplectique ω(0) étant égale à ωp, alors on a ωp(Jdqj , Jdqi) = 0. Et par suite on obtient
iJdqjdj1α(Jdqi) = diJdqj j1α(Jpdqi). Maintenant pour achever la preuve, il nous faut d'une fonction
f di�érentiable de classe C∞ tel que df(Jpdqi) = (α − j1α)(Jpdqi), pour tout i. D'après le lemme
4.1 une telle fonction existe si et seulement si (α − j1α)(Jpdqi) = 0 pour tout i. Nous allons faire la
preuve sous l'hypothèse que f existe, laquelle nous démontrons dans la suite. Considérons l'équation
(ωp + s(ω(0) − ωp))(Zs) = −(α − J1α − df). Il dé�nit un champ de vecteur Zs non autonome pour
0 ≤ s ≤ 1, dont le �ot de chaque champ Zs tire en arrière la forme ω à ω(0). Cependant, comme
(ω(0)+s(ω−ω(0)))(Zs, Jpdqi) = −(α−j1α−df)(Jpdqi) = 0 pour tout i, et que la �bration est lagrangien
pour ω et ω(0); il s'en suit que le champs Zs est tangentiel aux �bres de la �bration lagrangienne. Le
�ot des champs de vecteurs Zs préserve donc la �bration lagrangienne. Pour terminer la preuve nous
avons tout juste besoin de montrer l'existence de la fonction f. Soit ϕt, t ∈ Tn, le groupe d'action
engendré par le système hamiltonien q1, . . . , qn, et soit M l'opérateur qui prend les mêmes valeurs sous
l'action du groupe. Notons que α peut être choisit tel que α et Mα aient la même partie linéaire, et
notons aussi que M commute avec la di�érentielle extérieur d. Soit Zs l'unique solution de l'équation
iZs(ωp − s(Mω − ωp)) = −M(α− j1α). Pour tout s ∈ [0, 1] le �ot φ du champ Zs tire en arrière Mω en
ωp, et comme il commute avec ϕt car (ωp − s(Mω − ωp))(Zs, dqi) = −M(α − j1α)(dqi) = 0 pour tout
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i ≤ n, et s ∈ [0, 1]; Alors on obtient Mφ∗ω = φ∗Mω = ωp. En Supposant que Mω = ω(0); on obtient :
dM(α+ j1α) = d(Mα+ j1α) = 0. D'où (Mα+ j1α) = 0 et fermée, donc localement exacte. Quitte à se
restreindre sur un ouvert U il existe une fonction f tel que (Mα+ j1α) = df. Puisque df = Mdf = dMf,
alors on peut supposer que f = Mf (quitte à se restreindre sur une composante connexe de U) ; d'où on
obtient df(Jpdqi) = 0 pour tout i, et M((α− j1α)(Jpdqi)) = M(α− j1α)(J1dqi) = df(Jpdqi) = 0, i ≤ n.
Ce qui prouve la proposition.

Théorème 4.1. Soit (f1, . . . , fn) un système hamiltonien complètement intégrable sur (M2n, ω), p ∈M2n

une singularité non dégénérée de type hyperbolique. Alors il existe un système de coordonnées locales
symplectiques (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) autour de p et des fonctions lisses ψi, i = 1, . . . n tel que

fi | U = ψi(x1y1, . . . , xnyn), i ≤ n.

Démonstration. La preuve se déduit immédiatement du Théorème 3.1 et de la Proposition 4.1. En fait
comme la �bration ∩hi = const est lagrangienne pour la forme ω et que hi = ψi(q1, . . . , qn), alors cette
�bration est précisément ∩qi = const. Cela prouve le théorème.
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